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M etodes de resoluci o per a equacions de primer
ordre

Generalitats

Una equacb diferencial (ordinaria) de primer ordre esuna expresso del tipus
Fy;y) =0

gue expressauna relacio entre una variable independert x, una variable depen-

dert y, i la sewa derivada y° respecte a x.

Una solucio (o corbaintegral) de l'equacio es una funcio y = ' (x) tal que

F(™ (x);"Ax) = 0.

L'equacio anterior ve donadaen forma impl cita. Si enl'equacio espot isolar la
derivada,

yo=f(xy);
esdiu que l'equacio esta en forma normal o expl cita.

Sovint les solucions d'una equacb de primer ordre constitueixen una fam lia
de funcionsy = ' (x; C) dependert d'un parametre C. Aguesta s'anomena
la solucio general de I'equacio, en contrap osicio a les solucions particulars de
I'equacio.

Es frequent trobar la solucio general en forma impl cita, com una fam lia de
corbes ( x;y;C) = 0.

Sovint, la imposicio d'una condicio inicial sobrelessolucions,y(x ) =y , deter-
mina la constart C = C i per tant una solucio particular y = ' (x; C ).

Equacions d'in tegraci o immediata i amb variables separades

Una equacb y° = f (x;y) esd'integracio immediata si f esuna funcio nomes
de x, esa dir, dela forma

yo= £ (0):
La solucik generald'aquesta equacb s'obte integrant, i es
y= f(x)dx+ C;

on f(x)dx denota una primitiva qualsewl de f (x), i C esuna constart ar-
bitr aria.
Per aguestarao \resoldre” una equacio diferencial tambe s'anomenalin tegrar-la”.

Una equacb y° = f (x;y) esdiu de variables separades(o separables)si f esel
producte d'una funcio de x i una funcio dey, o, el que esel mateix, si esde la
forma

dy _ o(x).

dx  h(y)’
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Es frequent escriure aquestaequacb com h(y) dy = g(x) dx.

La sglucio generz%d'aquesta equacb es

h(y)dy = g(x)dx + C;
on C esuna constart arbitr aria.
Canvis de variables
Consideremuna equacb F (x; y;dx=dy) = 0. A vegadeses possibletrobar un
carvi de variables que la simpli qui.
Consideremunesnovesvariables (u; v), relacionadesamb lesvellesper (x;y) =
(X (u; v); Y (u;Vv)). Substituint dins I'equacio inicial x = X (u;Vv), y = Y(u; V), i
expressan-hi tambe dy=dx entermesde u, v i du=dv, si espossible,l'equacio
estransforma en una equacb del tipus G(u; v;du=dv) = 0.
Suposemque podem obtenir la solucio generald'aquestaequacb, ( u;v;C) = 0.
Llavors desfert el canvi de variables, esa dir, expressam (u;v) com a funcio de
(x;y), s'obte la solucio general ( x;y;C) = 0 de I'equacio inicial.
Considerem el cas d'un canvi del tipus (x;y) = (X (u);Y (u;Vv)), on les variables in-
dependents es transformen sensela implicacio de les variables dependerts. Llavors
dy=dx = (@/=@ + @/'=@ dv=du) =X °(u).
Mes particularment, considerem un canvi nomes de variable dependert, y =
Y(x;v). Llavors dy=dx = @=@ + @'=@ dv=dx, i l'equacio transformada es
F(;Y(v),@=@ + @'=@ dv=dx) = 0.
Igualment podem considerar un canvi nomesde variable independern, x = X (u). Lla-
vorsdy=dx = dy=du X %u) 1, il'equacio transformada esF (X (u);y;dy=du X %u) 1) =
0.
Equacions homog enies
Una funcio f(x1;:::;Xn) €s homogenia de grau d si, per a tot > 0,
f(xaiixa)= 9 (xaiixn).
El quocient de duesfuncionshomogeniesde grausd;, d, esunafuncio homogenia
degraud; ds.
Una equacb diferencial y° = f (x;y) esdiu homogenia si f esuna funcio ho-

mogenia de grau 0.

Equival a armar que esde la forma
y°= gly=x);

on g esuna funcio qualsewol.
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Amb el carvi de variable dependert v = y=x, una equacb homogenia estrans-
forma en equacb de variables separades.

Equacions lineals

Una equacb diferencial y°= f (x; y) esdiu lineal si f esuna funcio af respecte
ala variable y.
Equival a a rmar que esde la forma
yo+ a(x)y = b(x);
on ai b son funcions qualssewl.

Si b= 0, I'equacio lineal esdiu homogenia
En general,l'equacio y°+ a(x)y = 0 s'anomenaequacb homogenia assaiada a
l'equacio lineal y°+ a(x)y = b(x).

La solucio general d'una equacb lineal esde la formay = yp + yn, on yp(x)
esuna solucio particular qualsewl de I'equacio, i y,(x) esla solucio generalde
I'equacio homogenia assaiada.

Una equacb lineal homogeniay®+ afx)y = 0 esde variables separadesj la seva
solucio generalte la formay = Ce 24X on C esuna constart arbitr aria.

El metode de variacio de les constants

Sigui yh(x) guna solucio no nulla de I'equacio homogenia assaiada, com ara
yn(x) = e aXdx [ Javors I'equacio completa admet una solucio de la forma
y = K(X) yn(x).

Observi's que aquesta solucio te la forma de la solucio general de I'equacio homogenia
assaiada, pero canviant la constant C per una funcio variable K (x).

La funcio K (x) s'obte resolert I'equacio d'integracio immediata K 9(x)yn(x) =

b(x).

Aplicaci o: fam lies de corb es

Hi ha una correspondenciaentre equacionsdiferencialsde primer ordre i fam lies
uniparametriques de corbes. En general, integrant una equacb diferencial
F(x;y;y9) = 0s'obtecoma solucio generalunafam lia uniparametrica de corbes
G(x;y;C) = 0. Recprocamen, derivant aquestaequacb respectea x i elimi-
nant la constart s'obte una equacb diferencial F (x;y;y% = 0.

Aquesta equacb expressauna propietat geonetrica de la famlia de corbes,
gue es pot apreciar millor si escrivim lI'equacio diferencial en forma normal,
yO= f(x;y). SiG(x;y;C ) = 0,0enformaexplcitay="(x;C ), esla corba
de la fam lia que passaper un cert punt (x ;y ), llavors aquestacorba hi te un
pendert igual af (x ;y ).
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Donada una fam lia uniparametrica de corbesG(x; y; C) = 0, existeix una altra
famlia H(x;y;C) = 0 amb la propietat que, en cada punt, les corbes corre-
sponerts s'hi tallen ortogonalmert. Es diu que esla famlia de trajectories
ortogonals de la primera.

Si I'equacio diferencial de la fam lia inicial esF (x;y;y% = 0, llavors l'equacio
de la fam lia de trajectories ortogonalsesF (x;y; 1=y% = 0.



2.1

(2.1.1)

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)

2.2

(2.2.1)

(2.2.2)

Xavier Gracia| EquacionsDiferencials| Fasciclesde resultats |

M etodes de resoluci o per a equacions d'ordre su-
perior

Generalitats

Una equacb diferencial (ordinaria) d'ordre n esuna expresso del tipus

gue expressauna relacio entre una variable independert t, una variable depen-
dent vy, i lessewsderivades ns al'ordre n.

0.

L'equacio anterior ve donadaen forma impl cita. Si enl'equacio espot isolar la
derivada d'ordre mesalt,

esdiu que l'equacio esta en forma normal o expl cita.

Sovint les solucionsd'una equacb d'ordre n constitueixen una fam lia de fun-
la solucio general de I'equacio, en contrap osicio a les solucions particulars de

I'equacio.

Sovint, la imposicio de n condicionsinicials sobre les solucions, y(t ) = vy,

vyt ) =vy0, ...,y It )= y" P determinalesn constarts i per tant una
solucio particular.

Una equacb d'ordre superior F (t; y;y%:::;y(™) = 0 tambesespot transformar
amb un carnvi de variables que ajudi a resoldre-la. Els casosmessimplesson els
gue s'han presenat per a equacionsde primer ordre. En particular:

Canvi nomes de variable independert, t = T(s): dy=dt = TYs) ldy=ds,
d?y=dt? = TYs) 'd=ds TYs) ldy=ds , etc.
Canvi nomesde variable dependent, y = Y (t; z): dy=dt = @/=@+ @/=@ dz=dt,
d?y=dt’ = @Y=@" + @Y=@ @ dz=dt + @'=@ d?z=dt?, etc.

Equacions d'in tegraci o immediata i d'ordre rebaixable

Una equacb esd'integracio immediata si esde la forma
y™ = f(b):

La solucio generald'aguesta equacb s'obte integrant n vegades, espot expres-
sarcomy = g(t) + z(t), on g(t) esuna primitiv a n-esimaqualsewl de f (t), i
z(t) = o+ cit+ ::i+ ¢y 1t" ! esun polinomi arbitrari degrau n 1.
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Consideremuna equacb on no apareguin expl citament y, y°, ..., y(k 1:

Llavors el carvi de variable p = y(K) |a redueix a una equaco d'odre n Kk,

Si aquestaes pot integrar, la sewa solucio general p(t) conte n  k constans
arbitr aries. Integrant y(K) = p(t), s'obte la solucio generalde I'equacio inicial.

Considerem una equacio on no aparegui expl citament t,

El seuordre espot rebaixar una unitat mitjan cant el canvi p = dy=dt, i considerart p
com a funcio de y; I'equacio estransforma tenint en compte que d?y=dt> = pdp=dy,
etc.

Equacions lineals. Generalitats

Una equacb diferencial d'ordre n F(t;y;y%:::;y(™) = 0 esdiu lineal si F es

Per tant I'equacio esde la forma

an (y™ + aq 1()y" D+ i+ ag(t)y®+ ag(t)y = b(t)
0, en forma normal,
(n) (n 1) - 0 _ .
y'+ pnoa(t)y +iin pa(t)y+ po(t)y = ot):
Siq= 0, I'equacio lineal esdiu homogenia.
En general, I'equacio y(" + p, ((t)y™ Y + ::: + po(t)y = 0 s'anomena

equacb homogenia assaiada a l'equacio lineal y(™ + p, ((t)y™ D + ::: +
Po(t)y = q(t).

La solucio general d'una equaco lineal esde la formay = yp + yn, on yp(t)
esuna solucio particular qualsewl de I'equacio, i y,(t) esla solucio general de
I'equacio homogenia assaiada.

La solucio generald'una equacb lineal homogenia d'ordre n esde la forma

y=Ci a(t)+ 104+ Gyt n(t);
amb Cj;:::;C, constarts arbitraries, i on '41;:::;', son n solucions
linealmert independerts de l'equacio. Es diu que (' 1;:::;'n) €S un

sistemafonamertal de solucionsde I'equacio.

Consideremuna equacp lineal homogenia d'gydre n. Si se'n coneix una solucio
particular ' 1 6 O, llavorsel carvi y = ' 1(t) u la redueix a una equacb lineal
homogeniad'ordre n 1 perau.

Mesgeneralmert, el coneixemert de k solucionslinealment independerts permet reduir
I'equacio a una equacio d'ordre n k.

No existeix cap procedimert general per a obtenir un sistema fonamertal de
solucionsper a una equacp lineal d'ordre n 2, nomes es pot aconseguiren
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situacions particulars.

D'altra banda, si esconeix un sistemafonamental de solucionsde I'equacio homogenia
assaiada, el metode de variacio de les constants que es veura mes endavant permet
obtenir solucions particulars de l'equacio completa.

Equacions lineals amb coe cien ts constants

Una equacb diferencial lineal es diu amb coe cients constarts quan els coe -
cients dey i les sevesderivadesson constarts.

Consideremuna equacb amb co cients constarts
y +a, 1 y™ D+t ayO+ agy = b(b):
Podem expressar-lacom p(D)y = b, on D esl'operador de derivacio ordinari, i
p esel polinomi monic
p()= "+a 1 " T+t +ag
L'equacio p( ) = 0 s'anomenaequacb caracter stica de l'equacio diferencial.

Suposemque p(X) = Qik:l (X i)i,on ; sonlesarrels de p, amb multiplici-
tats r;. Llavors un sistemafonamenrtal de solucionsde I'equacio
pPO)y y™M +ay 1y™ Y+ i+ ay®+ agy = 0
ve donat per lesn funcions
tei® @ i kO j<r):
En la discusso anterior esirrellevant que els coe cients o les solucions siguin
reals o complexos. Tanmateix, si els coe cients son reals, espossibleque nomes
ensinteressinles solucionsreals de I'equacio diferencial. En aquest cas, tenint
en compte quesi = a+ ib esuna arrel complexade p tambe ho es , i que
het ;elic = he cosbt;e® sinbtic, podem reemplacar les solucionscomplexes
donadesmesamunt per solucionsreals.
Mes concretamert, si p esun polinomi amb coe cients reals, llavors un sistema
fonamertal de solucionsreals de p(D)y = 0 ve donat per:

tel;
on recorrelesarrelsrealsdep,i 0 j < multiplicitat de ;i

t! e cosbt; t! €™ sinbt;
on a+ ib recorre les arrels complexesde p, amb b> 0,1 0 | < multiplicitat
dea+ ib.

2.5 El metode dels coe cien ts indeterminats

(2.5.1)

Consideremuna equacb lineal amb coe cients constarts
pPO)y y™M+a, 1y Y+t ary®+ agy = b(t)
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i equacb caracter stica p( ) "+a, 1" 1+:::4+4a +ag= 0. Silafuncio
b(t) te una forma espec ca, llavors hi ha un procedimert bastant e cient per a
obtenir una solucio particular y,(t) de l'equacio completa.

La relacio entre b(t) i la solucio particular yp(t) esperada ve donada per la
taula segient. En ella Py (t) i Qm(t) designenpolinomis donats de grau m
(o possiblemen inferior quan hi apareixentant Py, com Qn). Rm(t) i Sm(t)
designenpolinomis desconegutsde grau  m.

‘ segonmenmbre b(t) ‘ solucio particular yp(t) ‘

Pm (1) t"Rm (1),
r = multiplicitat de O dins p( )
Pm(t) et t'Rm(t) et

r = multiplicitat de dins p( )
t"(Rm (t) cos t+ Sp(t)sin t),

r = multiplicitat de i dinsp( )
t"(Rm(t)cos t+ Sy (t)sin t)et,

r = multiplicitat de i dinsp()

Pm(t)cos t+ Qn(t)sin t

(Pm(t)cos t+ Qm(t)sin t)e!

Suposem per exemple que volem resoldre una equacb p(D)y = Pn (t), esseh
Pm (t) un polinomi de grau m donat. Si 0 no esarrel de I'equacio caracter stica,
d'acord amb la taula anterior podem esperar que existeixi una solucio particu-
lar del tipus yp(t) = Rm(t) = ko + byt + ::: + byt™. Introduint aquestafuncio
dins I'equacio, s'obte un sistemalineal de m + 1 equacionsgue permet determi-

de l'equacio completa. Sumart-hi la solucio general de I'equacio homogenia,
obtenim la solucio generalde I'equacio completa.
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M etodes de resoluci o per a sistemes d'equacions

Generalitats

Una sistemade n equacionsdiferencials (ordinaries) de primer ordre esuna ex-
presgo del tipus

2 Futxsiisxexaiiinxe) = 0

Fo(t X135 Xn X235 %) = 6
gue expressauna relacio ertre una variable independert t, n variables depen-
derts X, i les sevesderivadesx; respecteat.

El sigtemaanterior ve donat en forma impl cita. Si s'hi pot isolar la derivada,
2 X1 =
> :

Xn = fa(tXaiiixa);

esdiu que el sistemaesta en forma normal o expl cita.

Una golucio d'aquest sistemason n funcions x; (t) tals que
2 xa(t) =

>
Xn (1)

1
—
>
~~
o+
X
i
~~
—
N
X
>
~~
—
N
N

Es mes comode utilitzar un llenguatge mes geonetric.  Escrivim x =

velocitat x_ si s'interpreta t com a variable temporal (i aleshoresf esun camp
vectorial variable).

Amb aquestesnotacions, el sistemade n equacionsdiferencials escalarses pot
escriure com una equacb diferencial vectorial

F(t;x;x)=0
en forma impl cita, o

x = f(t; x)
en forma expl cita. Una solucio d'aquesta esun cam (funcio vectorial de t)
X =" (t) tal que'_(t) = f(t;' (1)).

Equiv alencies entre equacions i sistemes

Consideremuna equacb d'ordre n,

Amb la identi caci o
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8
X1 = X
Xy = X0
" Xp : x(n b

s'obt§ un sistemaequivalent de n equacions

x? X2
% x3 = X3
o =
E Xp 1 = X
©ox8 = (6 X1 X2 Xn)

Conve notar que, en general, un sistema qualsewl de n equacionsno es equivalent a
una equacio d'ordre n.

Mesgeneralmen, un sistemade diversesequacionsd'ordre superior espot con-
vertir en un sistemaequivalent d'equacionsde primer ordre.
El casmesimportant esel dels sistemesd'equacionsde segonordre. Un sistema
de segonordre del tipus x = f(t; X;x) esequivalert al sistemade primer ordre
X=V
v = f(t;x;v)

Una equacb x = f(t; x) esdiu autonomasi f esindependert del temps, esa dir,
dela forma x = f(x).

Considerem un sistema de n equacionsx; = fi(t;x1;:::;Xn), (T i n).
Introduint una nova variable dependert xo que compleixi xo = t, el sistema
inicial esequivalent al sistemaautonom de n + 1 equacions

Xi = fi(Xo;X1;::5;%n); 1 0N

amb la condicio suplemenaria xp(t ) =t .

Sistemes lineals. Generalitats

Un séstemade n equacions

2 xa = faltxa;iiiixn)
S :
Xn = fn(t;Xe;:i0;Xn)
esdiy lineal quan lesf; son funcionsans de (xa;:::;xn), esadir, dela forma
2 X1 = a-ll(t) X1+ [0+ aAin (t) Xp + bl(t)
S :
. Xn = a-nl(t)xl+ A ann(t)xn+ hﬁ(t)
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Posart A = (a;i), b = (y), espot escriurecom una equacb diferencial vectorial
x = A(t)x + b(t):

Si b = 0, I'equacio lineal esdiu homogenia
En general, I'equacio x = A(t)x s'anomena equacb homogenia assaiada a
I'equacio lineal x = A(t)x + b(t).

La solucio general d'una equaco lineal esde la forma x = X, + Xp, on Xp(t)
esuna solucio particular qualsewl de I'equacio, i x,(t) esla solucio generalde
I'equacio homogenia assaiada.

La solucio generald'un sistemalineal homogenide n equacionsesde la forma

X=Cq1" q(t)+ 111+ Cp' 4(D);
amb C;, ..., C, constarts arbitraries, i on ' 4, ..., ', son n solu-
cions linealment independerts de l'equacio. Es diu que (" 4;:::;" ;) esun

sistemafonamertal de solucionsdel sistema.

La solucio generalanterior tambesespot escriure

x= (t)C;
esseh C el vector columna (C;) i ( t) la matriu que te per columnesles n
solucions' ;(t). Esdiu que ( t) esuna matriu fonamertal del sistema.

Igual que amb les equacionsd’'ordre n, no existeixen procedimerts gerenalsde
resolucio per a sistemeslineals amb coe cients variables.

Tanmateix, si es coneix un sistema fonamental de solucions del sistema homogeni
assaiat, el metode de variacio de les constants permet obtenir solucions particulars
de 'equacio completa.

Sistemes lineals amb coe cien ts constan ts

Consideremun sistemaamb coe cients constarts x = AX, on A esuna matriu
n n.

Cit)=elle
constitueixen un sistemafonamertal de solucionsde I'equacio.

Suposemmesgeneralmen que A te tots els seusvalors propis reals, i doncspel
teoremadela primera descompsicio tenim queR" = ; Ker(A {)"",on ; son
elsvalors propis de A, amb multiplicitats r;. Peracadavectorv 2 Ker(A )",
la funcio vectorial
, | X 1 tk
W=e' A
k=0

i)kV
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esuna solucio del sistema. Prenent una basede cada subespaiKer(A D
ajuntant-les totes, s'obte una basede R". Lessolucionsobtingudescom s'acaba
de descriure constitueixen un sistemafonamertal de solucionsdel sistema.

En la discusso anterior esirrellevant que els coe cients del sistemao les com-
ponerts de les solucionssiguin reals o complexos. Tanmateix, si la matriu A es
real, espossible que nomes ensinteressin les solucionsreals del sistema. Com
gue els valors propis complexosapareixen aparellats amb els seusconjugats, i
aixo tambe espot fer amb elsvectorsde lesbases,esfacil transformar parells de
solucionscomplexesamb termes del tipus e@ )t en parells de solucionsreals
que contenen termes del tipus e cosbt, €2 sinbt.

El metode dels coe cien ts indeterminats

Consideremun sistemalineal amb coe cients constarts no homogenide la forma
X = Ax + b(t), on b(t) = e! (ap + ayt + :::+ agt?).

Si no esvalor propi de A, llavors el sistemate una solucio particular del tipus
x(t) = el (up+ ust + :::+ ugt?). Els vectorsuy s'obtenenresolert, de baix a
dalt, ls sistemeslineals

(A uo = up ap
% (A uy = 2u; a
E (A Jug 1 = dug ag 1
(A )ug = aq
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Problema de valor inicial

SiguiD R R" un obert no-buit, f:D !
equacb diferencial esuna expresso

x%= f(t; x):
Una solucio (o corba integral) de I'equacio esun cam diferenciable’ :1 !
de nit enun interval obert no-buit I R, tal que

(8t21) (&' (1)2Di" A ="f(t" (1):

Sif esde classeCX, les solucionsson de classeCk*! .

R" una aplicacio cont nua. Una

R",

Es poden considerar solucions de nides en intervals tancats. En aquest cas es consid-
eren derivadeslaterals als extrems.

Una solucio ' satisfa una condicio inicial (t ;x )2 D si' (t )= x .

Un problema de valor inicial (pvi) esuna equacb diferencial amb condicio ini-
cial:
x%= f(t; x);

X(t)=x:

Expressi o integral del problema de valor inicial

Considereml'equacio integral
z t

x()=x + f(s;x(s)) ds:
t

Una solucio d'aquesta esuna aplicacio cor% nua' ;1! R" tal que
t
@t21) ' @W)2Di"' (t)=x + f(s;' (s)) ds:
t
Sigui' ;1! R". " essolucio del pvi sii essolucio de I'equacio integral.

A partir de I'equacio integral espot construir una success de funcions, anom-
enadesiterants de Picard, de la manera segiert:

" o(t) = Xo;

Zt
") =xo+  f(s;xo)ds
t
Zt

e () = X0+ f(s;' ((9))ds
t
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La condici o de Lipsc hitz

SiguiA° R R" unconjunt no-buit, f:A! R" unafunciof (t; x). Esdiu que
f es(globalment) lipschitziana (o que satisfa una condicio de Lipschitz) respecte
a la variable x si existeix una constart K > 0 (dita constant de Lipschitz) tal
que

kf (t; x1) f(t;x2)k Kkx; xgk
per a qualssewl (t; X1); (t; x2) 2 A.
Necessariament, xada t, f escont nuaen x.

Sigui D R R" un obert no-buit. Una funcio f:D ! R" es diu
localment lipschitziana respecte a la variable x si per atot punt (t ;x ) 2 D
existeix un venat R D de(t ;x ) tal quef eslipschitziana en R.

Sif:D! R" tederivadesparcials @;=@; cont nuesenD llavors eslocalmert
lipschitziana (respecte a la variable x).

Hi ha funcions cont nues (i ns i tot uniformement cont nues) que no son localment
lipschitzianes.

Hi ha funcions lipschitzianes que no son diferenciables.

Una funcio localment lipschitziana pot no ser lipschitziana globalment.

Exist encia i unicitat local

Sigui D R R" un obert no-buit, f:D !
chitziana enx, i (t ;x )2 D.
Sigui R D un rectangle compacte: jt t j
eslipschitziana. Sigui M = supg kf (t; x)k.
Sigui h = minfa;b=M g. Llavors: R
Lesiterants de Picard ' |, de I'equacio integral x(t) = x + tt f(s;x(s)) ds
estande nides en l'interval [t h;t.c+ hl.
La successd (' ) convergeix uniformemert cap a una funcio cont nua
"t h;t +h]! R™
Aquesta funcio ' essolucio de I'equacio integral.

R" cont nua i localmert lips-

a, kx x k b, sobreel qual f

Lema de Gronwall

Siguiu:[a;b] ! R cont nuai positiva. Suposemque, per acertt 2 [a;b], es
compleix que
Z t
uit) C+ Ku(s)ds

t
perat2[a;b,onC 0,K

u(t) Ccekit ti
perat 2 [a;h].

0 son constarts. Llavors
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son solucionsde I'equacio integral x(t) =
h;t + h], llavors son iguals.

Amb [_léas hipotesisd'abans, si ' i
x + | f(s;x(9)) ds de nides en [t

Teorema de Picard

Sigui D R R" un obert no-buit, f:D !
chitziana enx, i (t ;x )2 D.

Existeix h > 0 tal que el pvi x°= f(t;x), x(t ) = x , te una unica solucio '
denida en[t h;t + h]. Aquesta espot obtenir com el | mit de les iterants
de Picard.

R" cont nua i localmert lips-

Suposarnt nomesque f escont nua espot provar I'existencia d'una solucio del pvi, pero
pot no serunica, i encaraque ho sigui les iterants de Picard poden no convergir.

Teorema de Peano

SiguiD R R" un obert no-buit, f:D! R" cont nua,i(t ;x )2D.
Existeix h > 0 tal que el pvi x°= f(t;x), x(t ) = x , te almenys una solucio '
denida en[t h;t + h].

Exist encia i unicitat global

Considereml'equacio diferencial x°= f(t;x), onf:D ! R" escont nuai local-

mernt lipschitziana enx. Siguin' :I ! R", :J! R" duessolucions. Es diu
gue esunaprolongaciode' sil Ji j ="'
Si':[to h;to+ h]! R" esla solucio amb condicio inicial (tg;Xg) obtinguda

d'acord amb el teoremade Picard, espot prolongar per la dreta, per exemple,
de la manerasegient. Esprent; = to+ h, x; = ' (t1). El pvix®= f(t; x), amb
condicio inicial (t1;x1), teunasolucio' ;:[t1 hy;ty+ hg]! R" quecoincideix

amb ' enla interseccb dels dominis. Per tant la funcio
(t) = "(t) t2]te h;to+ h]
Tt () t2[to+ hito+ h+ hy]

esuna prolongacio de ' .
Una solucio esdiu solucio maximal si no espot prolongar.

Siguin' :1 ! R", :J ! R" dues solucions de I'equacio x° = f(t; x), on
f:D! R" escont nuai localmert lipschitziana enx. Siperacertt 21\ J
"(t)= (t), llavors' (t)= (t) peratott2 1\ J.

Teorema d'existencia i unicitat glolal

Sigui D R R" un obert no-buit, f:D ! R" cont nua i localmert lips-
chitziana en x.

. x9= f(t; x) : : .
Donat (t ;x ) 2 D, el pvi x(t ) = ,x te una unica solucio maximal ' (t) =

" (t;t ;x ), denida enuninterval obert I (t ;x ) R.
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4.6

(4.6.1)

(4.6.2)

4.7

4.7.1)

(4.7.2)

4.7.3)

4.8

(4.8.1)

Escapament de solucions

Sigui D R R" un obert no-buit, f:D ! R" cont nua i localmert lips-
chitziana enx. Sigui' :]a;bff! R" una solucio maximal de x°= f(t; x).

Donat un conjunt compacteK D, existeix t < btal que(t;' (t)) 62K per a
tota t > t.

Analogamen amb t's passades.

D'acord amb I'enunciat anterior, els possiblesimpedimerts perque una solucio
maximal ' estigui de nida per atota t futura (esadir, b= +1 ) poden ser:
qgue (t;" (t)) tendeixi cap a un punt de la frontera de D quant! b
que' (t) tendeixi ainnit quant! b
Analogamen amb t's passades.

Dep endencia de les condicions inicials i dels parametres

Sigui R R R" un rectangle obert no-buit, f:R !
chitziana en x, amb constart de Lipschitz K.
Si', son solucionsde x°= f(t; x) amb condicionsinicials (t ;x ), (t ;y ),
de nides enun interval | 3t , llavorsperatotat 2 |

kK (t) (k et tikx y k

Sigui D R R" un obert no-buit, f:D !
chitziana en x.

R" cont nua i lips-

R" cont nua i localmert lips-

x%= f(t; x) .
x(t ) = X denida a

Sigui ' (t) = ' (t;t ;x ) la solucio maximal del pvi
linterval I (t ;x ).
i) El conjunt E = f(t;t ;x )j(t ;x )2D;t21(t ;x )gesobert.
i) L'aplicacio' :E! R" denida per' (t;t ;x ) escort nua.
i) Sif esdeclasseCk,' tambesho es.

Mesgeneralmen, podem considerarel casd'una equacb diferencial que depen-
gui d'uns parametresu, x° = f(t; x;u). En aquestcas les solucions maximals
tame depenendels parametres,’ (t) = ' (t;t ;x ;u ), i aquestadependenciaes
cont nua si ho esf; si aquestaesde classeCk, tambe ho es' .

Equacions d'ordre superior

Un sistemad'equacionsdiferencials d'ordre superior esequivalernt a un sistema
de primer ordre, i per tant l'estudi de les solucionsdel primer esremet al del
darrer. Consideraremel casparticular d'una equacb d'ordre n.
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Sigui D R R" un obert no-buit, f:D ! R una funcio cont nua. Una (4.8.11)
equacb diferencial d'ordre n esuna expresso

x(M = (t; x; x% 0 x(M D)
Una solucio esuna aplicacio n vegadesdiferenciable’ :1' ! R,onl R esun
interval obert no-buit, tal queperatot t2 1,

@) A D@y 2D M)y =) A D)
Sif esde classeC¥, les solucionsson de classeCk* ",

(4.8.12)

Es poden considerar solucions de nides en intervals tancats. En aquest cas es consid-
eren derivadeslaterals als extrems.

Un problema de valors inicials (pvi) esuna equacb diferencial amb condicions
inicials:

El sistemade primer ordre assaiat a I'equacio d'ordre n es el sistema, de nit
en D8

x9 = Xo
% X3 = X3
E Xp 1 = Xn
- X0 = f(t; X1;X2;:115Xn)
Si':1!' R e&de claslseCn !, podem de nir

Pr=@° A
..(n 1)

que esuna aplicacio cont nua j” ' :1 !
longacio jet d'ordre n 1.

R", a vegadesconegudacom la pro-

Si' essolucio de I'equacio d'ordre n llavors j" ' essolucio del sistema de
primer ordre assaiat.

Recprocamert, si' esuna solucio del sistemade primer ordre assaiat, llavors
el primer componert ' ; de' essolucio de lI'equacio d'ordre n.

Es a dir, I'equacio i el sistema assaiat son equivalents.

Fixar condicionsinicials per a I'equacio d'ordre n i per al sistemaassaiat es
exactamert el mateix.

9

SiguiD R R" un obert no-buit, f:D !
lipschitziana en les variables x.

R una funcio cont nuai localmert

Donat (t ;x ;x%:::;x" Yy 2 D, requacio diferencial x(™ = f (t; x; x%:::;x(0 D)
teuna unica solucio maximal ' (t) = ' (t;t ;X 0o x(™ l)) amb condicio ini-
cial (t ;x ;x%:: :;x(n 1)), i esta de nida en un interval obert.

La funcio ' (t;t ;X x%; e x( 1)) esta de nida en un conjunt obert, i esde

classeCk si ho esf .

Igual comamb elssistemes,espoden enunciar resultats relatius a la dependencia
de I'equacio en parametres.
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Equacions diferencials lineals

Una equacb diferencial x° = f(t; x) esdiu lineal quan f esuna funcio lineal
respectea x. Es a dir, de la forma
x%= A(t)x + b(t);

onA:l'! M,(R)ib:l! R" son funcions cont nuesde nides en un interval
obert| R.
El domini de l'equacio esdoncsD = | R".

Si A i b son de classeCk, les solucionsson de classeCk*! .

En cgmponerts, siA = (g;i) i b= (), l'equacio s'escriucom un sistema

> x) = an(t)xa+ i+ an(t)xn + bi(t)
> E
XQ = anu(t)Xa+ il @ (1) Xq + by (t)
Siguin | R un interval obert, A:1' ! M,(R)ib:l' ! R" cont nues. Donat

_ x%= A(t)x + b(t)
(t;x) 21 X(t ) = x

unica solucio maximal ' , de nida entot |.

R", el problema de valor inicial te una

L'espai de les solucions d'una equacio lineal

Amb les hipotesis anteriors, I'aplicacio L:CY(I;R") ! C°(;R") de nida per
L[ 1]="'° A' eslineal. Esdiu que L esun operador diferencial lineal de
primer ordre.

L'equacio diferencial espot expressarcom I'equacio lineal L[x] = b.

L'equacio eshomogeniaquan b = 0. L'equacio homogeniaassaiadaa L[x]= b
esl'equacio L[x] = 0.

Les solucionsde I'equacio homogenia L [x] = O constitueixen un espaivectorial,

KerL CYI;R™).
Sigui' 2 C(I1;R™) una solucio particular de I'equacio completa, L[ ]= b.
Llavors' ="' + z essolucio de I'equacio completa sii z essolucio de I'equacio

homogenia assaiada. Es a dir, el conjunt de solucionsde I'equacio completaes
' + KerlL.

Principi de superposicio
Si' ; essoluciodeL[x]= by i' , essoluciodeL[x]= by, llavors ;' ;+ »',
essoluciodeL[x]= 1bi+ 2bo.
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Solucions d'una equacio homog enia

Siguin ' 4;:::;" 11 R™ funcions vectorials cornt nues. Si existeix unt 2 |
tal que elsvectors' 1(t);:::;" ((t) 2 R" son linealment independerts, llavors
lesfuncions' ;;:::;' 2 CO(1;R™) son linealment independerts.

L'enunciat rec proc es,en general,fals; pero escert per a solucionsd'una equaco
lineal.

Siguin' 4;:::;" i1 ' R funcions vectorials de classeC!. Suposemque son
solucionsde I'equacio x° = A(t)x. Silesfuncions' ;;:::;' 2 C*(I;R") son
linealment independerts, llavors, peratota t 2 |, elsvectors' (t);:::;" ((t) 2

R" son linealment independernts.

L'espai vectorial de les solucionsd'una equacb lineal homogenia x®= A(t)x te
dimensio n.

Matrius fonamen tals

Un sistemafonamertal de solucionsd'una equacb diferencial lineal x°= A(t)x

esunabase(' 4;:::;" ) del'espai de solucions.
Qualsewl solucio de I'equacio espot escriure
X
M= Gt
i=1
amb ¢ 2 R.

Una matriu fonamenal de lI'equacio lineal esuna matriu n  n lescolumnesde

la qual constitueixen un sistemafonamertal de solucions:vV = ‘', ',
Qualsewl solucio de I'equacio espot escriure
" (t) = V(t)c;
ambc2 R".
Sigui V:1 ! M, (R) una funcio matricial de classeC'. V esuna matriu fona-

mertal de x°= A(t)x sii, peratota t 2 I,
VIt) = A(t)V(t) i detV (t) & O:

SiguiV:l ! M,(R) declasseC!. Si,peratotat 2 I, V(t) esinvertible, llavors
V esuna matriu fonamertal de l'equacio x°= A(t)x, on A(t) = VYtV (t) 1.

Si U i V son matrius fonamertals de I'equacio x°= A(t)x, existeix una matriu
constart invertible P tal queV = UP.

x0= A(t)x

x(t)=x ° Llavors

Sigui' (t;t ;x ) la solucio del pvi

"t ;x )= Rt )X ;
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on la matriu R(t;t ) espot obtenir a partir d'una matriu fonamertal V(t) com

R(t;t )= V(@V(t) L

La matriu R(t;t ) s'anomena matriu resolvent de I'equacio, i no depen de la matriu
fonamental utilitzada.

La solucio de I'equacio esuna funcio lineal de la condicio inicial x , i esjustament la (5.6.4)
matriu resolvent la que expressaaquesta linealitat.
Fixada t , la matriu resolvent esuna matriu fonamental particular, aquellaqueat =t
esla identitat.
La matriu resolvent te les propietats segients: (5.6.5)
i) (?—IR(t;t )= AR t).
i) R(t;t) = In.
i) R(ts;t2)R(t2;t1) = R(ts;ty).
iv) R(t;s) 1= R(s;t).
El metode de variaci o de les constants
Consideremuna equacb no homogeniax®= A(t)x + b(t). Siesconeixuna ma-
triu fonamertal V del'equacio homogeniaassaiadax®= A(t)x, llavors|'equacio
completa admet una solucio de la forma x(t) = V(t)c(t).
(Es adir, tela forma de les solucionsde I'equacio homogenia, pero substituin t el vector
constant ¢ per un de variable.)
El vector c(t) compleix I'equacio d'integracio immediata c%(t) = V(t) 1b(t).
0_—
La solucio del pvi i(t_)i(t)zx +b(1) es pot expressaren termes de la matriu re-
solvent com b
t
Yt x )= Rt )x + R(t; s)b(s) ds:
( )= R(tt) t (t; s)b(s) 57
Exp onencial de matrius (5.7.1)
P
Una serie de potencies axtX pot tenir coe cients ax en un espaivectorial de
dimensio nita qualsewl, comara M ,(R).
Sigui A 2 M ,(R), i de nim
X Akt 5.7.2
et exp(At) = 0 (®.7.2)
k o
serie corvergert peraptat En particular, prenert t = 1, obtenim I'exponencial
deA, et exp(A)= | ,Ak=kl.

Algunes propietats de I'exponencial:
i) SiAP = PA, llavorse*P = P€~.
En particular, siA= P AP, llavorse® = P eAP.

11

i) exp(0)= 1.

iii) SiAB = BA, llavors exp(A + B) = exp(A) exp(B).
iv) € esinvertible, i (e*) 1=e A.

v) dete? = &' A,

| algunespropietats de e :
i) ehs At = eA(s+t), (eAt) 1= At

i) geAt = Aet. ieAt = A.
dt dat o

En particular,

Calcul de I'exponencial

Si espot expressarA enla forma de Jordan, A= P AP, llavorsespot calcular
er = PP 1. El calcul de & espot fer facilment tenint en compte que:

My 0 Llavors eM = ¢ 0

0 M, ° 0
general, qualsewl funcio d'una matBu dlagonal per Elocs es pot calcular
aplicant la funcio a cadabloc.

Suposemque M = M2 En

Suposemque M = I+N,onN:% R §

1
0

LlavorseM = e eV, oneN esuna sumaonlta perque N esnilp otent:

1=11 1=2! 1=(m 1)!
eN = I+ N+N2=2+ N3=3l+::: = Lo
1=1!
1
Equacions amb coe cien ts constants
Sigui A 2 M ,(R), i considereml'equacio lineal x°= Ax.
La matriu e n'esuna matriu fonamertal.
Donat x 2 R", la funcio
' (t) = Mx
esla solucio de I'equacio amb condicio inicial x(0) = x .
Si (e1;:::;en) esuna basede R", lesfuncions' ;(t) = e e constitueixen un

sistemafonamertal de solucionsde I'equacio.
Donat u 2 R", podem calcular

X tk
)= eMu=et e Dy=e! (A Yu:
En el casqueu 2 Ker(A )' aquestasuma es nita i espot calcular sense
di cultat.

Suposart que A tingui tots els seusvalors propis reals, d'acord amb el teorema
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de la primera descommsicio tenim que R" = ; Ker(A i)fi,on j sonels
valors propis de A, amb multiplicitats r;. Prenent basesen cadascundels sub-
espaisker(A )", podemcalcular lessolucionscorresponerts; ajuntadestotes
obtenim un sistema fonamertal de solucionsde I'equacio, i doncs una matriu
fonamertal.

Si V(t) esuna matriu fonamertal de x°= Ax, llavors
M= vi)Vvo)

Una matriu fonamertal V (t) esl'exponencial e sii V(0) = I.

SiA= P AP esla forma de Jordan de A, una matriu fonamental de x°= Ax ve

donada per V (t) = Pe*".

) . x%= Ax
! = (t t)
La solucio del pvi X(t) = x es' (t)=¢&? X .
0—
La solucio del pvi X = A_X+ b(t) es
x(t %— X
t
)=t Ux o+ Al 9p(s)ds:

t

En general, I'exp onenciacio no permet resoldre sistemesamb cosuents variables, del
tipus x° = A(t)x. Nomes podem assegurarque ' (t) = exp A(s) ds x esuna

solucio de I'equacio quan ; A(s) ds commuta amb A(t).

Equacions d'ordre superior |

Consideremuna equacb escalard'ordre n lineal:
X‘“) + an 1(t)><‘“ Dt ag()x°+ ag(t)x = b(t);
R son funcions cont nuesen un interval.

Aquesta equacb es pot expressarcom L[x] = b, essen L:C"(I;R)! C°I;R)
I'op erador diferencial lineal d'ordre n de nit per
LI T="M™+a, o+ Y+t a0+ agt
El S|stemade n equacionsassciat a lI'equacio anterior eslineal:
0 0 1 8 1 o0 1
X} 0 1 X1 0
0
. ; 0
Xg ao(t) ai(t) an l(t) Xn b(t)

Podem expressar-locom C[x] = b, esseh C:CY(1;R") ! C°I;R") l'operador
diferencial lineal de primer ordre de nit perC[' ]="'° A'.
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Recordemque les solucionsde l'equacio i delsistemalassaiat es corresponen:

Si' essolucio de I'equacio, " ' = @ A es solucio del sistema
assciat. rn D

Si essolucio del sistema assaiat, el primer componert pr; =
solucio de I'equacio.

| que en aquesta correspondencia de solucions, donar una condicio inicial vec-

1 €S

torial  (t ) = x equival a donar n condicions inicials escalars' (t ) = x ,
"qe)=x0 L, Dy =X Y,
Siguin | R un interval obert, ap;:::;a, 1;b:1 ! R funcions cont nues. Do-
nat (t ;x ;:::;X x(" 1)) 21 R", el problemade valors inicials

x(M + @, 1()x™ D+ i+ ag(H)x0+ ag(t)x = b(t)

x(t)=x ;0xm D y=x" Y

te una unica solucio maximal ' , de nida entot |I.

llavors les solucions de
I'equacio son de cIasseCk+ n,

Si';iiik 2 C'(I;R) son funcions linealment dependerts, tambe ho son
imot g 2 CHIRM).
Si 4;it ¢ 2 CY(1;R"M) son funcions linealment dependerts, tambe ho son
pry 1;:iipry ¢ 2 CH(I;R).
Donadesn funcions' 1;:::;' » de classeC" 1, el seudeterminant wronskia es
la funcio
"1 o 'a
1 0 1 0
. 10 T 1 n
W[ izt n] = detG” M g M) =
:(n 1) ... ..(n 1)
1 n
Si' 1;::0;" 1 son linealment dependerts, el seuwronskia eszero.

L'enunciat rec proc esen generalfals, pero escert per a solucionsd'una equacb
lineal.

L'espai de solucionsKer L de I'equacio L[x] = 0 te dimensio n.
Lesfuncions' 1;:: :;' n son basede Ker L sii son solucionsde I'equacio i el seu
wronskia W' 1;:::;"' n] esdiferent de zero.

Es diu que (' 1;:::;" n) es un sistemafonamgrtal de solucions de I'equacio
Totes les solucionsde I'equacio s'escriuen’ = G' |
Siguin ' 1;:::;' il R funcions de classeC". Si, peratotat 2 I,

niX] =
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Equacions d'ordre superior |1

El metode de variacio de les constarts espot aplicar per a resoldre una equacb
lineal d'ordre n no homogeniaL[x] x(M™ + a, 1()x(™ D+ :::+ ag(t)x = b.

swiada), I'equacio completa admet una solucio particular del tipus xp(t) =
i Gi(t)"i(t), onlesfuncions ¢ satisfan I'equacio d'integracio immediata
0 .
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1 condicions

Aquest sistema tamblg s'obte d'imp osar L[>IQ_5,] = bamb lesn
i G , que son equivalents a

I%uplemertariesxg = a0 x Y= SEU

o= o (N2 _ g

G i=0,..., ;¢ =0.

Consideremuna equacb d'ordre n amb coe cients constarts,
xM +a, 1 x™ D+ 4 gox = O

El sistem&equivalert te matriu

0 1 1
0
A= .
0 1
ao ar oo o an 1

Llevat del signe,aquestamatriu te polinomi caracter stic

P()= "+a 1" tHintar +ag
L'equacio p( ) = 0 s'anomenaequacb caracter stica de I'equacio diferencial.
Les sewes arrels son els valors propis de la matriu assaiada A, i si esun
d'aquestsvalors propis dim Ker(A ) = 1.
Sigui p(X) = X"+ a, (X" 1+ i+ X + @y = Qi(x i)'. Un sistema

fonamertal de solucionsde I'equacio x(™ + a, 1x(™ D+ :::+ agx = 0 ve donat
per lesfuncionst' e it, on ; recorre lesarrels del polinomi i j = O:r; 1.

Equacions amb coe cien ts complexos

Tenint en compte que C = R?, no hi ha cap di cultat a considerar equacions
diferencials on les variables dependerts prenen valors complexos: es considera
unobertD R C" unafunciof:D ! C" cont nuai localment lipschitziana
respectea x, i I'equacio x°= f(t; x), que te solucions' :1 ! C".

En el casd'una equacb lineal, x°= A(t)x+ b(t), lesdadesson funcionscont nues
A:ll My(C)ib:l! C".
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En particular, una equacb homogenia amb coe cients constarts x° = Ax ve
donadaper una matriu A 2 M ,(C).
Tots elsresultats presertats anteriorment espoden aplicar a aguestscasos.

Aquestes consideracionspoden ser utils en el cas d'equacionsamb coe cients
reals, ja que dins els complexosalgunesoperacionspoden ser messimples.
Mesparticularment, amb laidenticaci oR  C, unamatriu real pot tenir valors
propis complexosno reals. En aquest cas podem resoldre el problema dins els
complexos,i limitar-nos a considerar-neles solucionsreals.

Sigui L un operador lineal real, i z = u + iv una solucio complexa de I'equacio
L[x] = 0. Llavorsu i v son solucionsrealsde L[x] = O.

Consideremper exempleuna equacb lineal amb coe cients constarts reals, x° =
AX. Suposemquez = u+ iv esun vector propi de A amb valor propi = a+ ib.
La solucio (complexa) corresponert es' (t) = e z, i espot separaren part real
i imaginaria, ' (t) = ' ;(t) + i' ,(t). Essen A real, z es vector propi amb
valor propi , i la solucio corresponert esla conjugada,’ . Pertant H ;' i¢c =
R 1;' »ic, i podem limitar-nos a solucionsreals prenert h ;' ,igr.

Les consideracionsanteriors s'apliquen a equacionsd'ordre n.



