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1 M �eto des de resoluci�o per a equacions de primer
ordre

1.1 Generalitats

(1.1.1) Una equaci�o diferencial (ordin�aria) de primer ordre �esuna expressi�o del tipus
F (x; y; y0) = 0;

que expressauna relaci�o entre una variable independent x, una variable depen-
dent y, i la seva derivada y0 respecte a x.
Una soluci�o (o corba integral) de l'equaci�o �es una funci�o y = ' (x) tal que
F (x; ' (x); ' 0(x)) = 0.

(1.1.2) L'equaci�o anterior ve donada en forma impl��cita. Si en l'equaci�o espot isolar la
derivada,

y0 = f (x; y);
esdiu que l'equaci�o est�a en forma normal o expl��cita.

(1.1.3) Sovint les solucions d'una equaci�o de primer ordre constitueixen una fam��lia
de funcions y = ' (x; C) dependent d'un par�ametre C. Aquesta s'anomena
la soluci�o general de l'equaci�o, en contrap osici�o a les solucions particulars de
l'equaci�o.
�Es freq•uent trobar la soluci�o general en forma impl��cita, com una fam��lia de
corbes�( x; y; C) = 0.

(1.1.4) Sovint, la imposici�o d'una condici�o inicial sobrelessolucions,y(x � ) = y� , deter-
mina la constant C = C� i per tant una soluci�o particular y = ' (x; C� ).

1.2 Equacions d'in tegraci�o immediata i amb variables separades

(1.2.1) Una equaci�o y0 = f (x; y) �es d'in tegraci�o immediata si f �es una funci�o nom�es
de x, �esa dir, de la forma

y0 = f (x):

(1.2.2) La soluci�o generald'aquesta equaci�o s'obt�e integrant, i �es

y =
Z

f (x) dx + C;

on
R

f (x) dx denota una primitiv a qualsevol de f (x), i C �es una constant ar-
bitr�aria.
Per aquesta ra�o \resoldre" una equaci�o diferencial tamb�e s'anomena \in tegrar-la".

(1.2.3) Una equaci�o y0 = f (x; y) es diu de variables separades(o separables)si f �esel
producte d'una funci�o de x i una funci�o de y, o, el que �esel mateix, si �esde la
forma

dy
dx

=
g(x)
h(y)

:

�Es freq•uent escriureaquestaequaci�o com h(y) dy = g(x) dx.

(1.2.4) La soluci�o generald'aquesta equaci�o �esZ
h(y) dy =

Z
g(x) dx + C;

on C �esuna constant arbitr�aria.

1.3 Canvis de variables

(1.3.1) Consideremuna equaci�o F (x; y; dx=dy) = 0. A vegades�es possible trobar un
canvi de variables que la simpli�qui.

(1.3.2) Consideremunesnovesvariables (u; v), relacionadesamb les vellesper (x; y) =
(X (u; v); Y (u; v)). Substituint dins l'equaci�o inicial x = X (u; v), y = Y (u; v), i
expressant-hi tamb�e dy=dx en termes de u, v i du=dv, si �espossible, l'equaci�o
estransforma en una equaci�o del tipus G(u; v; du=dv) = 0.
Suposemquepodemobtenir la soluci�o generald'aquestaequaci�o, 	( u; v; C) = 0.
Llavors desfent el canvi de variables, �esa dir, expressant (u; v) com a funci�o de
(x; y), s'obt�e la soluci�o general �( x; y; C) = 0 de l'equaci�o inicial.

(1.3.3) Considerem el cas d'un canvi del tipus (x; y) = (X (u); Y (u; v)), on les variables in-
dependents es transformen sensela implicaci�o de les variables dependents. Llavors
dy=dx = (@Y=@u + @Y=@v dv=du) =X 0(u).

(1.3.4) M�es particularmen t, considerem un canvi nom�es de variable dependent, y =
Y (x; v). Llavors dy=dx = @Y=@x + @Y=@v dv=dx , i l'equaci�o transformada �es
F (x; Y (x; v); @Y=@x + @Y=@v dv=dx ) = 0.

(1.3.5) Igualment podem considerar un canvi nom�esde variable independent, x = X (u). Lla-
vors dy=dx = dy=du X 0(u)� 1, i l'equaci�o transformada �esF (X (u); y; dy=du X 0(u)� 1) =
0.

1.4 Equacions homog �enies

(1.4.1) Una funci�o f (x1; : : : ; xn ) �es homog�enia de grau d si, per a tot � > 0,
f (�x 1; : : : ; �x n ) = � df (x1; : : : ; xn ).
El quocient deduesfuncionshomog�eniesdegrausd1, d2 �esuna funci�o homog�enia
de grau d1 � d2.

(1.4.2) Una equaci�o diferencial y0 = f (x; y) es diu homog�enia si f �es una funci�o ho-
mog�enia de grau 0.
Equival a a�rmar que �esde la forma

y0 = g(y=x);
on g �esuna funci�o qualsevol.
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(1.4.3) Amb el canvi de variable dependent v = y=x, una equaci�o homog�enia es trans-
forma en equaci�o de variables separades.

1.5 Equacions lineals

(1.5.1) Una equaci�o diferencial y0 = f (x; y) esdiu lineal si f �esuna funci�o af�� respecte
a la variable y.
Equival a a�rmar que �esde la forma

y0+ a(x)y = b(x);
on a i b s�on funcions qualssevol.

(1.5.2) Si b = 0, l'equaci�o lineal esdiu homog�enia.
En general, l'equaci�o y0+ a(x)y = 0 s'anomenaequaci�o homog�enia associada a
l'equaci�o lineal y0+ a(x)y = b(x).

(1.5.3) La soluci�o general d'una equaci�o lineal �es de la forma y = yp + yh , on yp(x)
�esuna soluci�o particular qualsevol de l'equaci�o, i yh (x) �es la soluci�o generalde
l'equaci�o homog�enia associada.

(1.5.4) Una equaci�o lineal homog�enia y0+ a(x)y = 0 �esde variables separades,i la seva
soluci�o general t�e la forma y = Ce�

R
a(x )d x , on C �esuna constant arbitr�aria.

(1.5.5) El m�etode de variaci�o de les constants
Sigui yh (x) una soluci�o no nul.la de l'equaci�o homog�enia associada, com ara
yh (x) = e�

R
a(x )d x . Llavors l'equaci�o completa admet una soluci�o de la forma

y = K (x) yh (x).
Observi's que aquesta soluci�o t �e la forma de la soluci�o general de l'equaci�o homog�enia
associada, per�o canviant la constant C per una funci�o variable K (x).

La funci�o K (x) s'obt�e resolent l'equaci�o d'in tegraci�o immediata K 0(x)yh (x) =
b(x).

1.6 Aplicaci� o: fam��lies de corb es

(1.6.1) Hi ha una correspond�enciaentre equacionsdiferencialsde primer ordre i fam��lies
uniparam�etriques de corbes. En general, integrant una equaci�o diferencial
F (x; y; y0) = 0 s'obt�ecom a soluci�o generaluna fam��lia uniparam�etrica de corbes
G(x; y; C) = 0. Rec��procament, derivant aquestaequaci�o respecte a x i elimi-
nant la constant s'obt�e una equaci�o diferencial F (x; y; y0) = 0.

(1.6.2) Aquesta equaci�o expressauna propietat geom�etrica de la fam��lia de corbes,
que es pot apreciar millor si escrivim l'equaci�o diferencial en forma normal,
y0 = f (x; y). Si G(x; y; C� ) = 0, o en forma expl��cita y = ' (x; C� ), �es la corba
de la fam��lia que passaper un cert punt (x� ; y� ), llavors aquestacorba hi t�e un
pendent igual a f (x� ; y� ).

(1.6.3) Donada una fam��lia uniparam�etrica de corbesG(x; y; C) = 0, existeix una altra
fam��lia H (x; y; C) = 0 amb la propietat que, en cada punt, les corbes corre-
sponents s'hi tallen ortogonalment. Es diu que �es la fam��lia de tra ject�ories
ortogonals de la primera.
Si l'equaci�o diferencial de la fam��lia inicial �es F (x; y; y0) = 0, llavors l'equaci�o
de la fam��lia de tra ject�ories ortogonals �esF (x; y; � 1=y0) = 0.
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2 M �eto des de resoluci�o per a equacions d'ordre su-
perior

2.1 Generalitats

(2.1.1) Una equaci�o diferencial (ordin�aria) d'ordre n �esuna expressi�o del tipus

F (t; y; y0; : : : ; y(n ) ) = 0;
que expressauna relaci�o entre una variable independent t, una variable depen-
dent y, i les sevesderivades�ns a l'ordre n.
Una soluci�o del'equaci�o �esuna funci�o y = ' (t) tal queF (t; ' (t); ' 0(t); : : : ; ' (n ) (t)) =
0.

(2.1.2) L'equaci�o anterior ve donada en forma impl��cita. Si en l'equaci�o espot isolar la
derivada d'ordre m�esalt,

y(n ) = f (t; y; y0; : : : ; y(n � 1) );
esdiu que l'equaci�o est�a en forma normal o expl��cita.

(2.1.3) Sovint les solucionsd'una equaci�o d'ordre n constitueixen una fam��lia de fun-
cions y = ' (t; C1; : : : ; Cn ) dependent de n par�ametres. Aquesta s'anomena
la soluci�o general de l'equaci�o, en contrap osici�o a les solucions particulars de
l'equaci�o.

(2.1.4) Sovint, la imposici�o de n condicionsinicials sobre les solucions, y(t � ) = y� ,

y0(t � ) = y0
� , . . . , y(n � 1) (t � ) = y(n � 1)

� , determina les n constants i per tant una
soluci�o particular.

(2.1.5) Una equaci�o d'ordre superior F (t; y; y0; : : : ; y(n ) ) = 0 tamb�esespot transformar
amb un canvi de variables que ajudi a resoldre-la. Els casosm�essimpless�on els
que s'han presentat per a equacionsde primer ordre. En particular:

� Canvi nom�es de variable independent, t = T (s): dy=dt = T 0(s)� 1dy=ds,
d2y=dt2 = T 0(s)� 1d=ds

�
T 0(s)� 1dy=ds

�
, etc.

� Canvi nom�esde variable dependent, y = Y (t; z): dy=dt = @Y=@t + @Y=@z dz=dt ,
d2y=dt2 = @2Y=@t2 + @2Y=@t @z dz=dt + @Y=@z d2z=dt2, etc.

2.2 Equacions d'in tegraci�o immediata i d'ordre rebaixable

(2.2.1) Una equaci�o �esd'in tegraci�o immediata si �esde la forma

y(n ) = f (t):

(2.2.2) La soluci�o generald'aquestaequaci�o s'obt�e integrant n vegades,i espot expres-
sar com y = g(t) + z(t), on g(t) �es una primitiv a n-�esima qualsevol de f (t), i
z(t) = c0 + c1t + : : : + cn � 1tn � 1 �esun polinomi arbitrari de grau � n � 1.

(2.2.3) Consideremuna equaci�o on no apareguin expl��citament y, y0, . . . , y(k � 1) :
F (t; y(k) ; : : : ; y(n ) ) = 0:

Llavors el canvi de variable p = y(k) la redueix a una equaci�o d'odre n � k,
F (t; p; : : : ; p(n � k ) ) = 0.
Si aquesta es pot integrar, la seva soluci�o general p(t) cont�e n � k constants
arbitr�aries. Integrant y(k) = p(t), s'obt�e la soluci�o generalde l'equaci�o inicial.

(2.2.4) Considerem una equaci�o on no aparegui expl��citament t ,

F (y; y0; : : : ; y( n ) ) = 0:

El seu ordre espot rebaixar una unitat mitjan�cant el canvi p = dy=dt , i considerant p
com a funci�o de y; l'equaci�o es transforma tenint en compte que d2y=dt2 = pdp=dy,
etc.

2.3 Equacions lineals. Generalitats

(2.3.1) Una equaci�o diferencial d'ordre n F (t; y; y0; : : : ; y(n ) ) = 0 es diu lineal si F �es
una funci�o af�� respecte a (y; y0; : : : ; y(n ) ).
Per tant l'equaci�o �esde la forma

an (t)y(n ) + an � 1(t)y(n � 1) + : : : + a1(t)y0+ a0(t)y = b(t)
o, en forma normal,

y(n ) + pn � 1(t)y(n � 1) + : : : + p1(t)y0+ p0(t)y = q(t):

(2.3.2) Si q = 0, l'equaci�o lineal esdiu homog�enia.
En general, l'equaci�o y(n ) + pn � 1(t)y(n � 1) + : : : + p0(t)y = 0 s'anomena
equaci�o homog�enia associada a l'equaci�o lineal y(n ) + pn � 1(t)y(n � 1) + : : : +
p0(t)y = q(t).

(2.3.3) La soluci�o general d'una equaci�o lineal �es de la forma y = yp + yh , on yp(t)
�esuna soluci�o particular qualsevol de l'equaci�o, i yh (t) �es la soluci�o general de
l'equaci�o homog�enia associada.

(2.3.4) La soluci�o generald'una equaci�o lineal homog�enia d'ordre n �esde la forma
y = C1' 1(t) + : : : + Cn ' n (t);

amb C1; : : : ; Cn constants arbitr�aries, i on ' 1; : : : ; ' n s�on n solucions
linealment independents de l'equaci�o. Es diu que (' 1; : : : ; ' n ) �es un
sistemafonamental de solucionsde l'equaci�o.

(2.3.5) Consideremuna equaci�o lineal homog�enia d'ordre n. Si se'n coneix una soluci�o
particular ' 1 6= 0, llavors el canvi y = ' 1(t)

R
u la redueix a una equaci�o lineal

homog�enia d'ordre n � 1 per a u.
M�esgeneralment, el coneixement de k solucionslinealment independents permet reduir
l'equaci�o a una equaci�o d'ordre n � k.

(2.3.6) No existeix cap procediment general per a obtenir un sistema fonamental de
solucionsper a una equaci�o lineal d'ordre n � 2, nom�es es pot aconseguiren
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situacions particulars.
D'altra banda, si esconeix un sistema fonamental de solucionsde l'equaci�o homog�enia
associada, el m�etode de variaci�o de les constants que es veur�a m�es endavant permet
obtenir solucions particulars de l'equaci�o completa.

2.4 Equacions lineals amb coe�cien ts constan ts

(2.4.1) Una equaci�o diferencial lineal es diu amb coe�cients constants quan els coe�-
cients de y i les sevesderivadess�on constants.

(2.4.2) Consideremuna equaci�o amb co�cients constants
y(n ) + an � 1 y(n � 1) + : : : + a1 y0+ a0 y = b(t):

Podem expressar-lacom p(D) y = b, on D �es l'operador de derivaci�o ordinari, i
p �esel polinomi m�onic

p(� ) = � n + an � 1� n � 1 + : : : + a1� + a0:
L'equaci�o p(� ) = 0 s'anomenaequaci�o caracter��stica de l'equaci�o diferencial.

(2.4.3) Suposemque p(X ) =
Q k

i =1 (X � � i )r i , on � i s�on les arrels de p, amb multiplici-
tats r i . Llavors un sistemafonamental de solucionsde l'equaci�o

p(D) y � y(n ) + an � 1y(n � 1) + : : : + a1y0+ a0y = 0
ve donat per les n funcions

t j e� i t (1 � i � k; 0 � j < r i ):

(2.4.4) En la discussi�o anterior �es irrellevant que els coe�cients o les solucions siguin
reals o complexos.Tanmateix, si els coe�cients s�on reals, �espossibleque nom�es
ens interessin les solucionsreals de l'equaci�o diferencial. En aquest cas, tenint
en compte que si � = a + ib �es una arrel complexa de p tamb�e ho �es �� , i que
he�t ; e��t i C = heat cosbt;eat sinbti C , podem reempla�car les solucionscomplexes
donadesm�esamunt per solucionsreals.
M�esconcretament, si p �esun polinomi amb coe�cients reals, llavors un sistema
fonamental de solucionsreals de p(D) y = 0 ve donat per:

t j e�t ;
on � recorre les arrels reals de p, i 0 � j < multiplicitat de � ; i

t j eat cosbt; t j eat sinbt;
on a + ib recorre les arrels complexesde p, amb b > 0, i 0 � j < multiplicitat
de a + ib.

2.5 El m�eto de dels coe�cien ts indeterminats

(2.5.1) Consideremuna equaci�o lineal amb coe�cients constants
p(D) y � y(n ) + an � 1 y(n � 1) + : : : + a1 y0+ a0 y = b(t)

i equaci�o caracter��stica p(� ) � � n + an � 1� n � 1 + : : : + a1� + a0 = 0. Si la funci�o
b(t) t�e una forma espec���ca, llavors hi ha un procediment bastant e�cient per a
obtenir una soluci�o particular yp(t) de l'equaci�o completa.

(2.5.2) La relaci�o entre b(t) i la soluci�o particular yp(t) esperada ve donada per la
taula seg•uent. En ella Pm (t) i Qm (t) designenpolinomis donats de grau m
(o possiblement inferior quan hi apareixen tant Pm com Qm ). Rm (t) i Sm (t)
designenpolinomis desconegutsde grau � m.

segonmembre b(t) soluci�o particular yp(t)

Pm (t) t r Rm (t),
r = multiplicitat de 0 dins p(� )

Pm (t) e�t t r Rm (t) e�t ,
r = multiplicitat de � dins p(� )

Pm (t) cos� t + Qm (t) sin � t t r (Rm (t) cos� t + Sm (t) sin � t),
r = multiplicitat de � i� dins p(� )

(Pm (t) cos� t + Qm (t) sin � t) e�t t r (Rm (t) cos� t + Sm (t) sin � t) e�t ,
r = multiplicitat de � � i� dins p(� )

(2.5.3) Suposem per exemple que volem resoldre una equaci�o p(D) y = Pm (t), essent
Pm (t) un polinomi de grau m donat. Si 0 no �esarrel de l'equaci�o caracter��stica,
d'acord amb la taula anterior podem esperar que existeixi una soluci�o particu-
lar del tipus yp(t) = Rm (t) = b0 + b1t + : : : + bm tm . Intro duint aquestafunci�o
dins l'equaci�o, s'obt�e un sistemalineal de m + 1 equacionsque permet determi-
nar els \co e�cients indeterminats" b0; : : : ; bm , i per tant una soluci�o particular
de l'equaci�o completa. Sumant-hi la soluci�o general de l'equaci�o homog�enia,
obtenim la soluci�o generalde l'equaci�o completa.
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3 M �eto des de resoluci�o per a sistemes d'equacions

3.1 Generalitats

(3.1.1) Una sistemade n equacionsdiferencials (ordin�aries) de primer ordre �esuna ex-
pressi�o del tipus8

><

>:

F1(t; x1; : : : ; xn ; _x1; : : : ; _xn ) = 0;
...

Fn (t; x1; : : : ; xn ; _x1; : : : ; _xn ) = 0;
que expressauna relaci�o entre una variable independent t, n variables depen-
dents xi , i les sevesderivades _xi respecte a t.

(3.1.2) El sistemaanterior ve donat en forma impl��cita. Si s'hi pot isolar la derivada,8
><

>:

_x1 = f 1(t; x1; : : : ; xn );
...

_xn = f n (t; x1; : : : ; xn );
esdiu que el sistemaest�a en forma normal o expl��cita.

(3.1.3) Una soluci�o d'aquest sistemas�on n funcions xi (t) tals que
8
><

>:

_x1(t) = f 1(t; x1(t); : : : ; xn (t)) ;
...

_xn (t) = f n (t; x1(t); : : : ; xn (t)) :

(3.1.4) �Es m�es c�omode utilitzar un llenguatge m�es geom�etric. Escrivim x =
(x1; : : : ; xn ), F = (F1; : : : ; Fn ) i f = (f 1; : : : ; f n ). Llavors x �es un punt, amb
velocitat _x si s'interpreta t com a variable temporal (i aleshoresf �es un camp
vectorial variable).
Amb aquestesnotacions, el sistema de n equacionsdiferencials escalarses pot
escriurecom una equaci�o diferencial vectorial

F(t; x; _x) = 0
en forma impl��cita, o

_x = f (t; x)
en forma expl��cita. Una soluci�o d'aquesta �es un cam�� (funci�o vectorial de t)
x = ' (t) tal que _' (t) = f (t; ' (t)).

3.2 Equiv al�encies entre equacions i sistemes

(3.2.1) Consideremuna equaci�o d'ordre n,
x(n ) = f (t; x; x0; : : : ; x(n � 1) ):

Amb la identi�caci�o

8
>>><

>>>:

x1 = x
x2 = x0

...
xn = x(n � 1)

s'obt�e un sistemaequivalent de n equacions8
>>>>><

>>>>>:

x0
1 = x2

x0
2 = x3

...
x0

n � 1 = xn

x0
n = f (t; x1; x2; : : : ; xn )

(3.2.2) Conv�e notar que, en general, un sistema qualsevol de n equacionsno �es equivalent a
una equaci�o d'ordre n.

(3.2.3) M�esgeneralment, un sistemade diversesequacionsd'ordre superior espot con-
vertir en un sistemaequivalent d'equacionsde primer ordre.
El casm�esimportant �esel delssistemesd'equacionsde segonordre. Un sistema
de segonordre del tipus •x = f (t; x ; _x) �esequivalent al sistema de primer ordre�

_x = v
_v = f (t; x ; v )

(3.2.4) Una equaci�o _x = f (t; x) esdiu aut�onomasi f �esindependent del temps, �esa dir,
de la forma _x = f (x).

(3.2.5) Considerem un sistema de n equacions _xi = f i (t; x1; : : : ; xn ), (1 � i � n).
Intro duint una nova variable dependent x0 que compleixi x0 = t, el sistema
inicial �esequivalent al sistemaaut�onom de n + 1 equacions

_x0 = 1
_xi = f i (x0; x1; : : : ; xn ); 1 � i � n

amb la condici�o suplement�aria x0(t � ) = t � .

3.3 Sistemes lineals. Generalitats

(3.3.1) Un sistemade n equacions8
><

>:

_x1 = f 1(t; x1; : : : ; xn )
...

_xn = f n (t; x1; : : : ; xn )
esdiu lineal quan les f j s�on funcions a�ns de (x1; : : : ; xn ), �esa dir, de la forma

8
><

>:

_x1 = a11(t) x1 + : : : + a1n (t) xn + b1(t)
...

_xn = an 1(t) x1 + : : : + ann (t) xn + bn (t)
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(3.3.2) Posant A = (aj i ), b = (bj ), espot escriurecom una equaci�o diferencial vectorial
_x = A(t)x + b(t):

(3.3.3) Si b = 0, l'equaci�o lineal esdiu homog�enia.
En general, l'equaci�o _x = A(t)x s'anomena equaci�o homog�enia associada a
l'equaci�o lineal _x = A(t)x + b(t).

(3.3.4) La soluci�o general d'una equaci�o lineal �es de la forma x = x p + xh , on xp(t)
�esuna soluci�o particular qualsevol de l'equaci�o, i x h (t) �es la soluci�o generalde
l'equaci�o homog�enia associada.

(3.3.5) La soluci�o generald'un sistemalineal homogenide n equacions�esde la forma
x = C1' 1(t) + : : : + Cn ' n (t);

amb C1, . . . , Cn constants arbitr�aries, i on ' 1, . . . , ' n s�on n solu-
cions linealment independents de l'equaci�o. Es diu que (' 1; : : : ; ' n ) �es un
sistemafonamental de solucionsdel sistema.

(3.3.6) La soluci�o generalanterior tamb�esespot escriure
x = �( t)C;

essent C el vector columna (Ci ) i �( t) la matriu que t�e per columnes les n
solucions' i (t). Es diu que �( t) �esuna matriu fonamental del sistema.

(3.3.7) Igual que amb les equacionsd'ordre n, no existeixen procediments gerenalsde
resoluci�o per a sistemeslineals amb coe�cients variables.
Tanmateix, si es coneix un sistema fonamental de solucions del sistema homogeni
associat, el m�etode de variaci�o de les constants permet obtenir solucions particulars
de l'equaci�o completa.

3.4 Sistemes lineals amb coe�cien ts constan ts

(3.4.1) Consideremun sistemaamb coe�cients constants _x = Ax, on A �esuna matriu
n � n.

(3.4.2) Suposemque A �esdiagonalitzable. Sigui (e1; : : : ; en ) una basede vectorspropis
de A, amb valors propis � 1; : : : ; � n . Llavors les funcions

' i (t) = e� i t ei

constitueixen un sistemafonamental de solucionsde l'equaci�o.

(3.4.3) Suposemm�esgeneralment que A t�e tots els seusvalors propis reals, i doncspel
teoremadela primera descomposici�o tenim queR n = � i Ker(A� � i )r i , on � i s�on
elsvalorspropis deA, amb multiplicitats r i . Per a cadavector v 2 Ker(A� � i )r i ,
la funci�o vectorial

' (t) = e� i t
r i � 1X

k=0

tk

k!
(A � � i )k v

�esuna soluci�o del sistema. Prenent una basede cada subespaiKer(A � � i )r i , i
ajuntant-les totes, s'obt�e una basede R n . Lessolucionsobtingudescom s'acaba
de descriureconstitueixen un sistemafonamental de solucionsdel sistema.

(3.4.4) En la discussi�o anterior �es irrellevant que els coe�cients del sistema o les com-
ponents de les solucionssiguin reals o complexos.Tanmateix, si la matriu A �es
real, �es possibleque nom�es ens interessin les solucionsreals del sistema. Com
que els valors propis complexosapareixen aparellats amb els seusconjugats, i
aix�o tamb�e espot fer amb elsvectorsde lesbases,�esf�acil transformar parells de
solucionscomplexesamb termes del tipus e(a� ib ) t en parells de solucionsreals
que contenen termes del tipus eat cosbt, eat sinbt.

3.5 El m�eto de dels coe�cien ts indeterminats

(3.5.1) Consideremun sistemalineal amb coe�cients constants no homogenide la forma
_x = Ax + b(t), on b(t) = e�t (a0 + a1t + : : : + adtd).
Si � no �esvalor propi de A, llavors el sistemat�e una soluci�o particular del tipus
x(t) = e�t (u0 + u1t + : : : + udtd). Els vectors uk s'obtenen resolent, de baix a
dalt, els sistemeslineals8

>>>>><

>>>>>:

(A � � )u0 = u1 � a0

(A � � )u1 = 2u2 � a1
...

(A � � )ud� 1 = dud � ad� 1

(A � � )ud = � ad
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4 Teoria fonamen tal

4.1 Problema de valor inicial

(4.1.1) Sigui D � R � R n un obert no-buit, f : D ! R n una aplicaci�o cont��nua. Una
equaci�o diferencial �esuna expressi�o

x0 = f (t; x):
Una soluci�o (o corba integral) de l'equaci�o �esun cam�� diferenciable ' : I ! R n ,
de�nit en un interval obert no-buit I � R , tal que

(8t 2 I ) (t; ' (t)) 2 D i ' 0(t) = f (t; ' (t)) :

(4.1.2) Si f �esde classeCk , les solucionss�on de classeCk+1 .

(4.1.3) Es poden considerar solucions de�nides en intervals tancats. En aquest cas es consid-
eren derivadeslaterals als extrems.

(4.1.4) Una soluci�o ' satisf�a una condici�o inicial (t � ; x � ) 2 D si ' (t � ) = x � .

(4.1.5) Un problema de valor inicial (pvi) �es una equaci�o diferencial amb condici�o ini-
cial:

x0 = f (t; x); x(t � ) = x � :

4.2 Expressi�o in tegral del problema de valor inicial

(4.2.1) Considereml'equaci�o integral

x(t) = x � +
Z t

t �

f (s; x(s)) ds:

Una soluci�o d'aquesta �esuna aplicaci�o cont��nua ' : I ! R n tal que

(8t 2 I ) (t; ' (t)) 2 D i ' (t) = x � +
Z t

t �

f (s; ' (s)) ds:

(4.2.2) Sigui ' : I ! R n . ' �essoluci�o del pvi sii �essoluci�o de l'equaci�o integral.

(4.2.3) A partir de l'equaci�o integral espot construir una successi�o de funcions, anom-
enadesiterants de Picard, de la manera seg•uent:

' 0(t) = x0;

' 1(t) = x0 +
Z t

t �

f (s; x0) ds

...

' k+1 (t) = x0 +
Z t

t �

f (s; ' k (s)) ds

4.3 La condici�o de Lipsc hitz

(4.3.1) Sigui A � R � R n un conjunt no-buit, f : A ! R n una funci�o f (t; x). Es diu que
f �es(globalment) lipschitziana (o quesatisf�a una condici�o de Lipschitz) respecte
a la variable x si existeix una constant K > 0 (dita constant de Lipschitz) tal
que

kf (t; x1) � f (t; x2)k � K kx1 � x2k
per a qualssevol (t; x1); (t; x2) 2 A.
Necess�ariament, �xada t, f �escont��nua en x.

(4.3.2) Sigui D � R � R n un obert no-buit. Una funci�o f : D ! R n es diu
localment lipschitziana respecte a la variable x si per a tot punt (t � ; x� ) 2 D
existeix un ve•�nat R � D de (t � ; x� ) tal que f �eslipschitziana en R.

(4.3.3) Si f : D ! R n t�e derivadesparcials @f j =@xi cont��nuesen D llavors �eslocalment
lipschitziana (respecte a la variable x).

(4.3.4) Hi ha funcions cont��nues (i �ns i tot uniformement cont��nues) que no s�on localment
lipschitzianes.

(4.3.5) Hi ha funcions lipschitzianes que no s�on diferenciables.

(4.3.6) Una funci�o localment lipschitziana pot no ser lipschitziana globalment.

4.4 Exist �encia i unicitat local

(4.4.1) Sigui D � R � R n un obert no-buit, f : D ! R n cont��nua i localment lips-
chitziana en x, i (t � ; x � ) 2 D .
Sigui R � D un rectangle compacte: jt � t � j � a, kx � x � k � b, sobreel qual f
�es lipschitziana. Sigui M = supR kf (t; x)k.
Sigui h = minf a; b=M g. Llavors:

� Les iterants de Picard ' k de l'equaci�o integral x(t) = x � +
Rt

t �
f (s; x(s)) ds

estan de�nides en l'in terval [t � � h; tcc + h].
� La successi�o (' k ) convergeix uniformement cap a una funci�o cont��nua

' : [t � � h; t � + h] ! R n .
� Aquesta funci�o ' �essoluci�o de l'equaci�o integral.

(4.4.2) Lema de Gronwall
Sigui u: [a; b] ! R cont��nua i positiva. Suposemque, per a cert t � 2 [a; b], es
compleix que

u(t) � C +

�
�
�
�

Z t

t �

K u(s) ds

�
�
�
�

per a t 2 [a; b], on C � 0, K � 0 s�on constants. Llavors
u(t) � CeK j t � t � j

per a t 2 [a; b].
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(4.4.3) Amb les hip�otesis d'abans, si ' i  s�on solucionsde l'equaci�o integral x(t) =
x � +

Rt
t �

f (s; x(s)) ds de�nides en [t � � h; t � + h], llavors s�on iguals.

(4.4.4) Teorema de Picard
Sigui D � R � R n un obert no-buit, f : D ! R n cont��nua i localment lips-
chitziana en x, i (t � ; x � ) 2 D .
Existeix h > 0 tal que el pvi x0 = f (t; x), x(t � ) = x � , t �e una �unica soluci�o '
de�nida en [t � � h; t � + h]. Aquesta es pot obtenir com el l��mit de les iterants
de Picard.

(4.4.5) Suposant nom�esque f �escont��nua espot provar l'exist �encia d'una soluci�o del pvi, per�o
pot no ser �unica, i encara que ho sigui les iterants de Picard poden no convergir.

(4.4.6) Teorema de Peano
Sigui D � R � R n un obert no-buit, f : D ! R n cont��nua, i (t � ; x � ) 2 D .
Existeix h > 0 tal que el pvi x0 = f (t; x), x(t � ) = x � , t �e almenys una soluci�o '
de�nida en [t � � h; t � + h].

4.5 Exist �encia i unicitat global

(4.5.1) Considereml'equaci�o diferencial x 0 = f (t; x), on f : D ! R n �escont��nua i local-
ment lipschitziana en x. Siguin ' : I ! R n ,  : J ! R n dues solucions. Es diu
que  �esuna prolongaci�o de ' si I � J i  j I = ' .

(4.5.2) Si ' : [t0 � h; t0 + h] ! R n �es la soluci�o amb condici�o inicial (t0; x0) obtinguda
d'acord amb el teorema de Picard, espot prolongar per la dreta, per exemple,
de la manera seg•uent. Es pren t1 = t0 + h, x1 = ' (t1). El pvi x0 = f (t; x), amb
condici�o inicial (t1; x1), t �e una soluci�o ' 1: [t1 � h1; t1 + h1] ! R n que coincideix
amb ' en la intersecci�o dels dominis. Per tant la funci�o

 (t) =
�

' (t) t 2 [t0 � h; t0 + h]
' 1(t) t 2 [t0 + h; t0 + h + h1]

�esuna prolongaci�o de ' .

(4.5.3) Una soluci�o esdiu soluci�o maximal si no espot prolongar.

(4.5.4) Siguin ' : I ! R n ,  : J ! R n dues solucions de l'equaci�o x0 = f (t; x), on
f : D ! R n �escont��nua i localment lipschitziana en x. Si per a cert t � 2 I \ J
' (t � ) =  (t � ), llavors ' (t) =  (t) per a tot t 2 I \ J .

(4.5.5) Teorema d'exist�encia i unicitat global
Sigui D � R � R n un obert no-buit, f : D ! R n cont��nua i localment lips-
chitziana en x.

Donat (t � ; x � ) 2 D , el pvi
�

x0 = f (t; x)
x(t � ) = x �

t �e una �unica soluci�o maximal ' (t) =

' (t; t � ; x � ), de�nida en un interval obert I (t � ; x � ) � R .

4.6 Escapamen t de solucions

(4.6.1) Sigui D � R � R n un obert no-buit, f : D ! R n cont��nua i localment lips-
chitziana en x. Sigui ' : ]a; b[ ! R n una soluci�o maximal de x0 = f (t; x).
Donat un conjunt compacteK � D , existeix �t < b tal que (t; ' (t)) 62K per a
tota t > �t.
An�alogament amb t's passades.

(4.6.2) D'acord amb l'enunciat anterior, els possiblesimpediments perqu�e una soluci�o
maximal ' estigui de�nida per a tota t futura (�esa dir, b = + 1 ) poden ser:

� que (t; ' (t)) tendeixi cap a un punt de la frontera de D quan t ! b
� que ' (t) tendeixi a in�nit quan t ! b

An�alogament amb t's passades.

4.7 Dep end�encia de les condicions inicials i dels par �ametres

(4.7.1) Sigui R� � R � R n un rectangle obert no-buit, f : R� ! R n cont��nua i lips-
chitziana en x, amb constant de Lipschitz K .
Si ' ,  s�on solucionsde x0 = f (t; x) amb condicions inicials (t � ; x � ), (t � ; y � ),
de�nides en un interval I 3 t � , llavors per a tota t 2 I

k' (t) �  (t)k � eK j t � t � j kx � � y � k:

(4.7.2) Sigui D � R � R n un obert no-buit, f : D ! R n cont��nua i localment lips-
chitziana en x.

Sigui ' (t) = ' (t; t � ; x � ) la soluci�o maximal del pvi
�

x0 = f (t; x)
x(t � ) = x �

de�nida a

l'in terval I (t � ; x � ).

i) El conjunt E = f (t; t � ; x � ) j (t � ; x � ) 2 D ; t 2 I (t � ; x � )g �esobert.
ii) L'aplicaci�o ' : E ! R n de�nida per ' (t; t � ; x � ) �escont��nua.
iii) Si f �esde classeCk , ' tamb�esho �es.

(4.7.3) M�esgeneralment, podem considerarel casd'una equaci�o diferencial que depen-
gui d'uns par�ametres u, x0 = f (t; x ; u). En aquest cas les solucionsmaximals
tam�e depenendels par�ametres,' (t) = ' (t; t � ; x � ; u� ), i aquestadepend�encia �es
cont��nua si ho �esf ; si aquesta�esde classeCk , tamb�e ho �es ' .

4.8 Equacions d'ordre superior

(4.8.1) Un sistemad'equacionsdiferencials d'ordre superior �esequivalent a un sistema
de primer ordre, i per tant l'estudi de les solucionsdel primer es remet al del
darrer. Consideraremel casparticular d'una equaci�o d'ordre n.
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(4.8.2) Sigui D � R � R n un obert no-buit, f : D ! R una funci�o cont��nua. Una
equaci�o diferencial d'ordre n �esuna expressi�o

x(n ) = f (t; x; x0; : : : ; x(n � 1) ):
Una soluci�o �esuna aplicaci�o n vegadesdiferenciable ' : I ! R , on I � R �esun
interval obert no-buit, tal que per a tot t 2 I ,

(t; ' (t); ' 0(t); : : : ; ' (n � 1) (t)) 2 D i ' (n ) (t) = f (t; ' (t); ' 0(t); : : : ; ' (n � 1) (t)) :

(4.8.3) Si f �esde classeCk , les solucionss�on de classeCk+ n .

(4.8.4) Es poden considerar solucions de�nides en intervals tancats. En aquest cas es consid-
eren derivadeslaterals als extrems.

(4.8.5) Una soluci�o ' satisf�a unescondicions inicials (t � ; x� ; x0
� ; : : : ; x(n � 1)

� ) 2 D si

' (t � ) = x� ; ' 0(t � ) = x0
� ; : : : ; ' (n � 1) (t � ) = x(n � 1)

� :

(4.8.6) Un problema de valors inicials (pvi) �es una equaci�o diferencial amb condicions
inicials:�

x(n ) = f (t; x; x0; : : : ; x(n � 1) );
' (t � ) = x� ; : : : ; ' (n � 1) (t � ) = x(n � 1)

� :

(4.8.7) El sistemade primer ordre associat a l'equaci�o d'ordre n �es el sistema, de�nit
en D ,8

>>>>><

>>>>>:

x0
1 = x2

x0
2 = x3

...
x0

n � 1 = xn

x0
n = f (t; x1; x2; : : : ; xn )

(4.8.8) Si ' : I ! R �esde classeCn � 1, podem de�nir

jn � 1' =

0

@
'
' 0

:
' ( n � 1)

1

A

que �esuna aplicaci�o cont��nua jn � 1' : I ! R n , a vegadesconegudacom la pro-
longaci�o jet d'ordre n � 1.

(4.8.9) Si ' �es soluci�o de l'equaci�o d'ordre n llavors jn � 1' �es soluci�o del sistema de
primer ordre associat.
Rec��procament, si ' �esuna soluci�o del sistemade primer ordre associat, llavors
el primer component ' 1 de ' �essoluci�o de l'equaci�o d'ordre n.
�Es a dir, l'equaci�o i el sistema associat s�on equivalents.

(4.8.10) Fixar condicions inicials per a l'equaci�o d'ordre n i per al sistema associat �es
exactament el mateix.

(4.8.11) Sigui D � R � R n un obert no-buit, f : D ! R una funci�o cont��nua i localment
lipschitziana en les variables x.

Donat (t � ; x� ; x0
� ; : : : ; x(n � 1)

� ) 2 D , l'equaci�o diferencial x(n ) = f (t; x; x0; : : : ; x(n � 1) )
t �e una �unica soluci�o maximal ' (t) = ' (t; t � ; x� ; x0

� ; : : : ; x(n � 1)
� ) amb condici�o ini-

cial (t � ; x� ; x0
� ; : : : ; x(n � 1)

� ), i est�a de�nida en un interval obert.

La funci�o ' (t; t � ; x� ; x0
� ; : : : ; x(n � 1)

� ) est�a de�nida en un conjunt obert, i �es de
classeCk si ho �esf .

(4.8.12) Igual comamb elssistemes,espodenenunciar resultats relatius a la depend�encia
de l'equaci�o en par�ametres.
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5 Equacions lineals

5.1 Equacions diferencials lineals

(5.1.1) Una equaci�o diferencial x0 = f (t; x) es diu lineal quan f �es una funci�o lineal

respecte a x. �Es a dir, de la forma
x0 = A(t)x + b(t);

on A: I ! M n (R ) i b: I ! R n s�on funcions cont��nuesde�nides en un interval
obert I � R .
El domini de l'equaci�o �es doncs D = I � R n .

(5.1.2) Si A i b s�on de classeCk , les solucionss�on de classeCk+1 .

(5.1.3) En components, si A = (aj i ) i b = (bi ), l'equaci�o s'escriu com un sistema8
><

>:

x0
1 = a11(t) x1 + : : : + a1n (t) xn + b1(t)

...
x0

n = an 1(t) x1 + : : : + ann (t) xn + bn (t)

(5.1.4) Siguin I � R un interval obert, A: I ! M n (R ) i b: I ! R n cont��nues. Donat

(t � ; x � ) 2 I � R n , el problema de valor inicial
�

x0 = A(t)x + b(t)
x(t � ) = x �

t �e una

�unica soluci�o maximal ' , de�nida en tot I .

5.2 L'espai de les solucions d'una equaci�o lineal

(5.2.1) Amb les hip�otesis anteriors, l'aplicaci�o L : C1(I ; R n ) ! C0(I ; R n ) de�nida per
L [' ] = ' 0 � A' �es lineal. Es diu que L �es un operador diferencial lineal de
primer ordre.
L'equaci�o diferencial espot expressarcom l'equaci�o lineal L [x] = b.

(5.2.2) L'equaci�o �eshomog�enia quan b = 0. L'equaci�o homog�enia associada a L [x] = b
�es l'equaci�o L [x] = 0.

(5.2.3) Les solucionsde l'equaci�o homog�enia L [x] = 0 constitueixen un espaivectorial,
Ker L � C1(I ; R n ).

(5.2.4) Sigui ' � 2 C1(I ; R n ) una soluci�o particular de l'equaci�o completa, L [' � ] = b.
Llavors ' = ' � + z �essoluci�o de l'equaci�o completa sii z �essoluci�o de l'equaci�o
homog�enia associada. �Es a dir, el conjunt de solucionsde l'equaci�o completa �es
' � + Ker L .

(5.2.5) Principi de superposici�o
Si ' 1 �essoluci�o de L [x] = b1 i ' 2 �essoluci�o de L [x] = b2, llavors � 1' 1 + � 2' 2
�essoluci�o de L [x] = � 1b1 + � 2b2.

5.3 Solucions d'una equaci�o homog �enia

(5.3.1) Siguin ' 1; : : : ; ' k : I ! R n funcions vectorials cont��nues. Si existeix un t 2 I
tal que els vectors ' 1(t); : : : ; ' k (t) 2 R n s�on linealment independents, llavors
les funcions ' 1; : : : ; ' k 2 C0(I ; R n ) s�on linealment independents.

(5.3.2) L'enunciat rec��proc �es,en general,fals; per�o �escert per a solucionsd'una equaci�o
lineal.

(5.3.3) Siguin ' 1; : : : ; ' k : I ! R n funcions vectorials de classeC1. Suposemque s�on
solucionsde l'equaci�o x0 = A(t)x. Si les funcions ' 1; : : : ; ' k 2 C1(I ; R n ) s�on
linealment independents, llavors, per a tota t 2 I , els vectors ' 1(t); : : : ; ' k (t) 2
R n s�on linealment independents.

(5.3.4) L'espai vectorial de les solucionsd'una equaci�o lineal homog�enia x 0 = A(t)x t�e
dimensi�o n.

5.4 Matrius fonamen tals

(5.4.1) Un sistemafonamental de solucionsd'una equaci�o diferencial lineal x 0 = A(t)x
�esuna base(' 1; : : : ; ' n ) de l'espai de solucions.
Qualsevol soluci�o de l'equaci�o espot escriure

' (t) =
nX

i =1

ci ' i (t);

amb ci 2 R .

(5.4.2) Una matriu fonamental de l'equaci�o lineal �esuna matriu n � n les columnesde

la qual constitueixen un sistemafonamental de solucions: V =
�

' 1 � � � ' n

�
.

Qualsevol soluci�o de l'equaci�o espot escriure
' (t) = V (t)c;

amb c 2 R n .

(5.4.3) Sigui V : I ! M n (R ) una funci�o matricial de classeC1. V �esuna matriu fona-
mental de x0 = A(t)x sii, per a tota t 2 I ,

V 0(t) = A(t)V (t) i det V (t) 6= 0:

(5.4.4) Sigui V : I ! M n (R ) de classeC1. Si, per a tota t 2 I , V (t) �esinvertible, llavors
V �esuna matriu fonamental de l'equaci�o x0 = A(t)x, on A(t) = V 0(t)V (t)� 1.

(5.4.5) Si U i V s�on matrius fonamentals de l'equaci�o x 0 = A(t)x, existeix una matriu
constant invertible P tal que V = UP.

(5.4.6) Sigui ' (t; t � ; x� ) la soluci�o del pvi
�

x0 = A(t)x
x(t � ) = x �

. Llavors

' (t; t � ; x � ) = R(t; t � )x � ;
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on la matriu R(t; t � ) espot obtenir a partir d'una matriu fonamental V (t) com
R(t; t � ) = V (t)V (t � )� 1.

(5.4.7) La matriu R(t; t � ) s'anomena matriu resolvent de l'equaci�o, i no dep�en de la matriu
fonamental utilitzada.
La soluci�o de l'equaci�o �es una funci�o lineal de la condici�o inicial x � , i �es justament la
matriu resolvent la que expressaaquesta linealitat.

Fixada t � , la matriu resolvent �esuna matriu fonamental particular, aquella que a t = t �

�es la identitat.

(5.4.8) La matriu resolvent t �e les propietats seg•uents:

i)
d
dt

R(t; t � ) = A(t)R(t; t � ).

ii) R(t; t ) = In .
iii) R(t3; t2)R(t2; t1) = R(t3; t1).
iv) R(t; s)� 1 = R(s; t).

5.5 El m�eto de de variaci�o de les constan ts

(5.5.1) Consideremuna equaci�o no homog�enia x 0 = A(t)x + b(t). Si esconeix una ma-
triu fonamental V de l'equaci�o homog�eniaassociadax 0 = A(t)x, llavors l'equaci�o
completa admet una soluci�o de la forma x(t) = V(t)c(t).
( �Es a dir, t �e la forma de les solucionsde l'equaci�o homog�enia, per�o substituin t el vector
constant c per un de variable.)
El vector c(t) compleix l'equaci�o d'in tegraci�o immediata c0(t) = V (t)� 1b(t).

(5.5.2) La soluci�o del pvi
�

x 0 = A(t)x + b(t)
x (t � ) = x �

es pot expressar en termes de la matriu re-

solvent com

' (t ; t � ; x � ) = R(t; t � )x � +
Z t

t �

R(t; s)b(s) ds:

5.6 Exp onencial de matrius

(5.6.1) Una s�erie de pot�encies
P

ak tk pot tenir coe�cients ak en un espai vectorial de
dimensi�o �nita qualsevol, com ara M n (R ).

(5.6.2) Sigui A 2 M n (R ), i de�nim

eAt � exp(At ) =
X

k� 0

Ak tk

k!
;

s�erieconvergent per a tota t. En particular, prenent t = 1, obtenim l'exponencial
de A, eA � exp(A) =

P
k� 0 Ak =k!.

(5.6.3) Algunes propietats de l'exponencial:
i) Si AP = P ~A, llavors eA P = Pe ~A .

En particular, si ~A = P� 1AP , llavors e ~A = P � 1eA P.

ii) exp(0) = I.
iii) Si AB = B A, llavors exp(A + B ) = exp(A) exp(B ).
iv) eA �esinvertible, i (eA )� 1 = e� A .
v) det eA = etr A .

(5.6.4) I algunespropietats de eAt :
i) eAs eAt = eA (s+ t ) , (eAt )� 1 = e� At .

ii)
d
dt

eAt = AeAt . En particular,
d
dt

eAt

�
�
�
�
t =0

= A.

(5.6.5) C�alcul de l'exponencial
Si espot expressarA en la forma de Jordan, ~A = P� 1AP , llavors espot calcular
eA = Pe ~A P � 1. El c�alcul de e ~A espot fer f�acilment tenint en compte que:

� Suposem que M =
�

M 1 0
0 M 2

�
. Llavors eM =

�
eM 1 0

0 eM 2

�
. En

general, qualsevol funci�o d'una matriu diagonal per blocs es pot calcular
aplicant la funci�o a cada bloc.

� Suposemque M = � I + N , on N =

0

B
B
@

0 1

. . .
. . .

. . . 1
0

1

C
C
A .

Llavors eM = e� eN , on eN �esuna suma �nita perqu�e N �esnilpotent:

eN = I + N + N 2=2!+ N 3=3!+ : : : =

0

B
B
B
B
B
@

1 1=1! 1=2! : : : 1=(m � 1)!

. . .
. . .

. . .
..
.

. . .
. . . 1=2!

. . . 1=1!
1

1

C
C
C
C
C
A

:

5.7 Equacions amb coe�cien ts constan ts

(5.7.1) Sigui A 2 M n (R ), i considereml'equaci�o lineal x0 = Ax.
La matriu eAt n'�esuna matriu fonamental.
Donat x � 2 R n , la funci�o

' (t) = eAt x �

�es la soluci�o de l'equaci�o amb condici�o inicial x(0) = x � .

(5.7.2) Si (e1; : : : ; en ) �es una basede R n , les funcions ' i (t) = eAt ei constitueixen un
sistemafonamental de solucionsde l'equaci�o.
Donat u 2 R n , podem calcular

' (t) = eAt u = e�t e(A � � ) t u = e�t
X

k

tk

k!
(A � � )k u:

En el cas que u 2 Ker(A � � )r aquesta suma �es �nita i es pot calcular sense
di�cultat.
Suposant que A tingui tots els seusvalors propis reals, d'acord amb el teorema
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de la primera descomposici�o tenim que R n = � i Ker(A � � i )r i , on � i s�on els
valors propis de A, amb multiplicitats r i . Prenent basesen cadascundels sub-
espaisKer(A � � i )r i , podemcalcular lessolucionscorresponents; ajuntadestotes
obtenim un sistema fonamental de solucions de l'equaci�o, i doncs una matriu
fonamental.

(5.7.3) Si V (t) �esuna matriu fonamental de x0 = Ax , llavors
eAt = V (t)V (0)� 1:

Una matriu fonamental V (t) �es l'exponencial eAt sii V (0) = I.

(5.7.4) Si ~A = P � 1AP �es la forma de Jordan de A, una matriu fonamental de x 0 = Ax ve
donada per V (t) = Pe

~A t .

(5.7.5) La soluci�o del pvi
�

x0 = Ax
x(t � ) = x �

�es ' (t) = eA (t � t � ) x � .

(5.7.6) La soluci�o del pvi
�

x0 = Ax + b(t)
x(t � ) = x �

�es

' (t) = eA (t � t � ) x � +
Z t

t �

eA ( t � s) b(s) ds:

(5.7.7) En general, l'exp onenciaci�o no permet resoldre sistemesamb coe�cien ts variables, del

tipus x 0 = A(t)x . Nom�es podem assegurar que ' (t) = exp
� Rt

0 A(s) ds
�

x � �es una

soluci�o de l'equaci�o quan
Rt

0 A(s) ds commuta amb A(t).

5.8 Equacions d'ordre superior I

(5.8.1) Consideremuna equaci�o escalard'ordre n lineal:
x(n ) + an � 1(t)x(n � 1) + : : : + a1(t)x0 + a0(t)x = b(t);

on a0; a1; : : : ; an � 1; b: I ! R s�on funcions cont��nuesen un interval.
Aquesta equaci�o espot expressarcom L[x] = b, essent L : Cn (I ; R ) ! C0(I ; R )
l'operador diferencial lineal d'ordre n de�nit per

L [' ] = ' (n ) + an � 1' (n � 1) + : : : + a1' 0+ a0':

(5.8.2) El sistemade n equacionsassociat a l'equaci�o anterior �eslineal:
0

B
B
B
B
B
B
@

x0
1

...

...

...
x0

n

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

0 1

0
. . .
. . .

. . .
0 1

� a0(t) � a1(t) : : : : : : � an � 1(t )

1

C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

x1

...

...

...
xn

1

C
C
C
C
C
C
A

+

0

B
B
B
B
B
@

0
...
...
0

b(t)

1

C
C
C
C
C
A

Podem expressar-locom ~L[x] = b, essent ~L: C1(I ; R n ) ! C0(I ; R n ) l'operador
diferencial lineal de primer ordre de�nit per ~L[' ] = ' 0 � A' .

(5.8.3) Recordemque les solucionsde l'equaci�o i del sistemaassociat escorresponen:

� Si ' �es soluci�o de l'equaci�o, jn � 1' =

0

@
'
' 0

:
' ( n � 1)

1

A �es soluci�o del sistema
associat.

� Si  �es soluci�o del sistema associat, el primer component pr1  =  1 �es
soluci�o de l'equaci�o.

I que en aquestacorrespond�encia de solucions,donar una condici�o inicial vec-
torial  (t � ) = x � equival a donar n condicions inicials escalars' (t � ) = x� ,
' 0(t � ) = x0

� , . . . , ' (n � 1) (t � ) = x(n � 1)
� .

(5.8.4) Siguin I � R un interval obert, a0; : : : ; an � 1; b: I ! R funcions cont��nues. Do-
nat (t � ; x� ; : : : ; x(n � 1)

� ) 2 I � R n , el problema de valors inicials
�

x(n ) + an � 1(t)x(n � 1) + : : : + a1(t)x0+ a0(t)x = b(t)
x(t � ) = x� ; : : : ; x(n � 1) (t � ) = x(n � 1)

�

t �e una �unica soluci�o maximal ' , de�nida en tot I .

(5.8.5) Si les funcions a0; a1; : : : ; an � 1; b s�on de classe Ck , llavors les solucions de
l'equaci�o s�on de classeCk+ n .

(5.8.6) Si ' 1; : : : ' k 2 Cn (I ; R ) s�on funcions linealment dependents, tamb�e ho s�on
jn � 1' 1; : : : jn � 1' k 2 C1(I ; R n ).
Si  1; : : :  k 2 C1(I ; R n ) s�on funcions linealment dependents, tamb�e ho s�on
pr1  1; : : : pr1  k 2 C1(I ; R ).

(5.8.7) Donadesn funcions ' 1; : : : ; ' n de classeCn � 1, el seu determinant wronski�a �es
la funci�o

W [' 1; : : : ; ' n ] = det(j n � 1' 1; : : : ; jn � 1' n ) =

�
�
�
�
�
�
�
�

' 1 : : : : : : ' n

' 0
1 ' 0

n

...
...

' ( n � 1)
1 : : : : : : ' ( n � 1)

n

�
�
�
�
�
�
�
�

(5.8.8) Si ' 1; : : : ; ' n s�on linealment dependents, el seuwronski�a �eszero.

(5.8.9) L'enunciat rec��proc �esen generalfals, per�o �escert per a solucionsd'una equaci�o
lineal.

(5.8.10) L'espai de solucionsKer L de l'equaci�o L [x] = 0 t�e dimensi�o n.
Les funcions ' 1; : : : ; ' n s�on basede Ker L sii s�on solucionsde l'equaci�o i el seu
wronski�a W [' 1; : : : ; ' n ] �esdiferent de zero.

(5.8.11) Es diu que (' 1; : : : ; ' n ) �es un sistemafonamental de solucions de l'equaci�o.
Totes les solucionsde l'equaci�o s'escriuen' =

P
i ci ' i .

(5.8.12) Siguin ' 1; : : : ; ' n : I ! R funcions de classe Cn . Si, per a tota t 2 I ,
W [' 1; : : : ; ' n ](t) 6= 0, aleshores(' 1; : : : ; ' n ) �essistemafonamental de solucions
d'una equaci�o lineal d'ordre n, que espot escriureW [' 1; : : : ; ' n ; x] = 0.
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5.9 Equacions d'ordre superior I I

(5.9.1) El m�etode de variaci�o de les constants espot aplicar per a resoldreuna equaci�o
lineal d'ordre n no homog�enia L [x] � x(n ) + an � 1(t)x(n � 1) + : : : + a0(t)x = b.
Si (' 1; : : : ; ' n ) n'�esun sistemafonamental de solucions(de l'equaci�o homog�enia
associada), l'equaci�o completa admet una soluci�o particular del tipus xp(t) =P

i ci (t) ' i (t), on les funcions ci satisfan l'equaci�o d'in tegraci�o immediata
0

B
B
@

' 1 : : : : : : ' n

' 0
1 ' 0

n

...
...

' ( n � 1)
1 : : : : : : ' ( n � 1)

n

1

C
C
A

0

B
B
B
@

c0
1

...

...
c0

n

1

C
C
C
A

=

0

B
B
@

0
...
0
b

1

C
C
A :

Aquest sistema tamb�e s'obt�e d'imp osar L [xp] = b amb les n � 1 condicions
suplement�aries x0

p =
P

i ci ' 0
i , . . . , x(n � 1)

p =
P

i ci '
(n � 1)
i , que s�on equivalents a

P
i c0

i ' i = 0, . . . ,
P

i c0
i '

(n � 2)
i = 0.

(5.9.2) Consideremuna equaci�o d'ordre n amb coe�cients constants,
x(n ) + an � 1x(n � 1) + : : : + a0x = 0:

El sistemaequivalent t�e matriu

A =

0

B
B
B
B
B
@

0 1

0
. . .
. . .

. . .
0 1

� a0 � a1 : : : : : : � an � 1

1

C
C
C
C
C
A

:

(5.9.3) Llevat del signe,aquestamatriu t�e polinomi caracter��stic
p(� ) = � n + an � 1� n � 1 + : : : + a1� + a0:

L'equaci�o p(� ) = 0 s'anomena equaci�o caracter��stica de l'equaci�o diferencial.
Les seves arrels s�on els valors propis de la matriu associada A, i si � �es un
d'aquestsvalors propis dim Ker(A � � ) = 1.

(5.9.4) Sigui p(X ) = X n + an � 1X n � 1 + : : : + a1X + a0 =
Q

i (X � � i )r i . Un sistema
fonamental de solucionsde l'equaci�o x(n ) + an � 1x(n � 1) + : : : + a0x = 0 ve donat
per les funcions t j e� i t , on � i recorre les arrels del polinomi i j = 0::r i � 1.

5.10 Equacions amb coe�cien ts complexos

(5.10.1) Tenint en compte que C = R 2, no hi ha cap di�cultat a considerar equacions
diferencials on les variables dependents prenen valors complexos: es considera
un obert D � R � Cn , una funci�o f : D ! Cn cont��nua i localment lipschitziana
respecte a x, i l'equaci�o x0 = f (t; x), que t�e solucions' : I ! C n .

(5.10.2) En el casd'una equaci�o lineal, x0 = A(t)x+ b(t), lesdadess�on funcionscont��nues
A: I ! M n (C) i b: I ! Cn .

En particular, una equaci�o homog�enia amb coe�cients constants x 0 = Ax ve
donada per una matriu A 2 M n (C).
Tots els resultats presentats anteriorment espoden aplicar a aquestscasos.

(5.10.3) Aquestes consideracionspoden ser �utils en el cas d'equacions amb coe�cients
reals, ja que dins els complexosalgunesoperacionspoden ser m�essimples.
M�esparticularment, amb la identi�caci�o R � C, una matriu real pot tenir valors
propis complexosno reals. En aquest cas podem resoldre el problema dins els
complexos,i limitar-nos a considerar-neles solucionsreals.

(5.10.4) Sigui L un operador lineal real, i z = u + iv una soluci�o complexa de l'equaci�o
L [x] = 0. Llavors u i v s�on solucionsreals de L [x] = 0.

(5.10.5) Consideremper exempleuna equaci�o lineal amb coe�cients constants reals, x 0 =
Ax. Suposemquez = u + iv �esun vector propi de A amb valor propi � = a+ ib.
La soluci�o (complexa) corresponent �es' (t) = eAt z, i espot separaren part real
i imagin�aria, ' (t) = ' 1(t) + i ' 2(t). Essent A real, �z �es vector propi amb
valor propi �� , i la soluci�o corresponent �es la conjugada, �' . Per tant h' ; �' i C =
h' 1; ' 2i C , i podem limitar-nos a solucionsreals prenent h' 1; ' 2i R .

(5.10.6) Les consideracionsanteriors s'apliquen a equacionsd'ordre n.


