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Teoria del control 6ptimo en Economia

Economia a tiempo ¢ : x1(t),x2(t),. .., zn(t)
Variables de control o de decisién:
wy (t),ua(t), ..., um(t)
Leyes econémicas que gobiernan el comportamiento de la economia:

‘i:f(t)x7u)
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Dada una condicién inicial z(0) = 2o, para diferentes elecciones de
controles tenemos diferentes evoluciones de nuestra economia. Pero,
obviamente, no todas las evoluciones son igualmente deseables. Se
supone, que las diferentes alternativas dan lugar a diferentes “utilidades”.
A cada control y cada estado asociado le asignamos el niimero real:

T
J = /0 L(t, (t), u(t)) dt
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En economia, como en ingenieria, los controles no pueden variar
libremente y es frecuente que aparezcan restricciones de desigualdad.
Por ejemplo, un control podria ser la fraccién de inversién dedicada al
sector a:

0 < ua(t) <1

Frecuentemente v € U C IR™.
Problemas con intervalo de tiempo fijado:
z(0) = zo, T fijado.

a) zH(T) =2, 1<i<]|,

b) z4(T) >zt I+1<i<r

c) z*(T) libre, r+1<i<n
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Principio del maximo de Pontryagin

H(t,z,p,u) = poL(t,z,u) +p- f(t,z,u)

Si (z*(t),u*(t)) una solucién 6ptima entonces existe una constante pg y
p(t) = (p1(t),p2(t), ... ,pn(t)) tal que:

® (po,p(t)) # (0,0)

e u*(t) maximiza H(t,z*(t),p(t),u*(t)) para todo u € U
OH . .
W(twr (t),p(t),u (t))
x
e a) p;(7T) libre, 1 <i <,
b) pi(T) > 0(=0si '™ (T) > 2%(T)), [ +1<i<r

c) pi(1)=0,r+1<i<n

® P =—
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Ejemplo: EL CICLO DEL “NEGOCIO POLITICO”

W. D. Nordhaus: The Polytical Bussiness cycle, Review of Economic
Studies, April 1976, 169-190.

e U nivel de desempleo
e ¢ nivel de inflacién

Reaccién de los votantes ante los valores de U y de ¢ se mide con la
funcién de voto
ov ov

v=1v(U,q), %<0y8_q

<0
g=¢U)+ar (¢ <0, 0<a<)
donde 7 denota la inflacién esperada.

7 =0b(qg—m)
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Maximizar

ecuaciones de estado

condiciones de frontera

T
/0 (U, ¢(U) + ar)e™ dt
T =b(q =)

w(0) = mg, «(T) libre
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v(U, q)

Maximizar

ecuaciones de estado

condiciones de frontera

El hamiltoniano de Pontryagin

—U? — hq
(j —kU) +ar

(h>0)

T
/ (—U? — hj + hkU — har)e™t dt
0

T =0blj — kU — (1 — a)n]
w(0) = mg, «(T) libre

es

H(t,m,p,U) = (—U? — hj + hkU — har)e" + pblj — kU — (1 — a)7]

Maximizando H con respecto a la variable U

OH _
oU

(—2U + hk)e™ — pbk =0
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1
U*(t) = 5k;(h — \be™ ")

La ecuacion de coestado es:

H
p= ——8 = hae"" + pb(1 — a)
on

p—b(1 —a)p = hae"

ha
—e¢
r—b+4ab

rt

p(t) :Aeb(lfa)t_F

Como 7(T) es libre, entonces p(7") = 0.

p(t) — ha [ert o e(r7b+ab)T+b(17a)t]

r—>b+ab
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hk

U= ey

[(T o b) + bae(r—b—l—ab)(T—t)]

au* _ —lkhbaeT_b+ab)(T_t) <0
dt 2

NN

| | |
y ! | \
0 i ' 'y ¢
- 2T arT
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Condiciones suficientes

Imponiendo adecuadas condiciones de concavidad o convexidad de las
funciones se pueden obtener condiciones suficientes de optimalidad.

Sea (z*(t),u*(t)) una solucién 6ptima y sea (z(t),u(t)) una solucién
admisible entonces:

T T
A= / L(t,z*(t),u"(t)) dt —/ L(t,z(t),u(t)) dt > 0
0 0
Supongamos que pg = 1. Entonces, usando
L(t,x,u) = H(t,x,p,u) _pifi(t7$7u)

entonces

T T
A:/ [H(t, 2", p,u") — H(t, 2, p, )] dt—/ p- (3 — 3)dt
0 0
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Suponiendo que H es concava, como funcién de x y u:
H(t,z,p,u) — H(t,z*,p,u™)

H H
S 0 (t9x*;an*)'(‘T—w*)+a (tvm*van*)'(u_u*)
Oz du

Como p=——(t,z",p,u”). entonces

ox

- T oH
Az/ [p-(z—2") +p(@— ") dt+/ - (2% pu”) - (uw—u”) dt
0 0 ou

De la concavidad se deduce que si

H
—(t,$*,p,u*) : (u* —U) 2 0
u

Vu € U,

entonces se satiface la condicién de maximalidad del hamiltoniano.
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Condicién suficiente de Mangasarian

Sea (z*(t),u*(t)) una solucién admisible.
U convexo y 0f'/0u, existen y son continuas

Si existe p(t) = (p1(t),p2(t),... ,pn(t)) tal que

. OH
® p; = @(t7x*7p7u>k)

"\ OH
° — >0
Z au(l (ua U‘a) -
a=1
e a) p;(T) libre, 1 <i <1,
b) pi(T) >0 (=0, si 2" (T) >z (T)) I+1<i<r
c) pi(T)=0,r+1<i<n
e H(t,x,p,u) es céncava en (z,u)

entonces (z*(t),u*(t)) es una solucién 6ptima.
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Condicién suficiente de Arrow

Sea (z*(t),u*(t)) una solucién admisible.
U conexo y 0f/0u existe y es continua.

Si existe p(t) = (p1(t),p2(t),... ,pn(t)) tal que

. OH
o b= 5 (et p)
e H(t,z*,p,u) < H(t,x*,p,u*) para todo u
e a) p;(T) libre, 1 <i <1,
b) pi(T) >0 (=0, si o' (T) > z*(T)), | +1<i<r
c) pi(T)=0,r+1<i<n

e H(t,z,p) = max H(t,z,p,u) existe y es céncavo en z
u

entonces (z*(t),u*(t)) es una solucién éptima.
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Saltos en las variables de estado

Supongamos que la variable z tiene un salto en 7 € [0,T]. Sean z(r1) y
z(77) los limites por la derecha y por la izquierda, respectivamente.

Magnitud del salto es:
a(rh) —a(r7)

Se supone que el controlador conoce el nimero de saltos y su localizacion
temporal:

Tlye-- ,’Tj,...,Tk

en el intervalo [0,7] y controla los saltos eligiendo pardmetros de control
v/, 1<j<k.

(1) — 2t (r) = g (a(r) ), 07, 7)

con ¢'(x,0,t) = 0.
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Entre los saltos se supone que:
@' = fi(z,u,t)
Condicién inicial: z(07) = zo
Condiciones terminales:
a) 29(T+)=zk,1<i<l|,
b) 2(TT) >ab, l+1<i<r
c) z¢(Tt) libre, r+1<i<n
Existe un coste asociado a cada salto:
h(m(Tj*),vj,Tj)

con h(z,0,t) = 0.
T k )
/0 L(@(0),u(0), 1) dt + 3 h(a(ry), v, 75)

(x(t),u(t), r1,... , Tk, v, ... ,vF) coleccién admisible
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Principio del maximo para saltos en las variables de estado

Sea (z*(t),u*(t), 7y, .. ,T;:,’l_)l, ...,T")) una coleccién éptima, entonces
existen po y p(t) = (p1(t),p2(t),... ,pn(t)) tal que
® (po,p(T™)) #(0,0)
. oOH X X . N
e p; = —W(t,x ,p,u”) excepto en los puntos de discontinuidad de x*(t)
x
y p(t).

e H(t,z*,p,u) < H(t,x*,p,u*) para todo u y para los puntos en los que no
hay saltos de z*(t)

® po=00p=1

e a) p;(T+) libre, 1 <i <1,
b) pi(TT)>0(=0siz*(TT)>ap, I +1<i<r
c) pi(TH)=0,r+1<i<n

e En los puntos 7{,... ,7/:

Oh(z* (r: ), ®

ox;

b ()0 )

Oxt

* * — j’T;'k) - * — 89
pi(TjJr)—Pi(Tj ) = —po 2 _Zpk(Tj )
k=1
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n ah(m*(T;_),ﬁj,T;) n . agl(x*(r;k_),ﬂ'j,T;) ;
- P 7: 5 P - . e . o > 0
{po Hos + ;p (=77) o (0}, —va) >

para todo (v1,...,vs) €V

Ovg, OV

a=1

5 {mw@w)w] o <0
=1
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Ejemplo: (Extraccién éptima de un recurso natural)
z cantidad del recurso a tiempo 0

x(t) cantidad del recurso que queda a tiempo ¢.

q(t) precio en el mercado del recurso.

c coste de produccién unitario

r tasa de descuento

Tiempo de planificacién [0,7] fijo

T k :
max /0 (q(t) — c)u(t)e "t dt + Z(q(Tj) —c)e "Tiv?
j=1

() = —u(t), =07 )=z, =x(TT)>0
gc(T;') — ;E(Tj_) = —J
u(t) € [0, 4+00),v? € [0, +00)

con ¢(t) —c¢> 0.
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Robert Dorfman: “An Economic Interpretation of Optimal
Control Theory”, 1969, American Economic Review, pag.
817-831

t1
Maximizar / L(z,u,t)dt

to
z = f(z,u,t)

xz(to) = xo, x(t1) =x1

V(zo,x1,t0,t1) = sup {/:1 L(z(t),u(t),t) : (z(t),u(t)) admisible}

es la funcién valor éptimo.

oV
920 pi(to)

(3
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Control éptimo con ligaduras unilaterales

T
/ L(t, o(t), u(t) dt
0

@'(t) = f(t,z(t), u(t))
z(0) = zo, T fijado.

g% (t,z(t),u(t)) > 0, 1

(/AN
Q
IN
®

Consideremos el problema sin restricciones.

H(t,z,p,u) = poL(t,z,u) + p; - f'(t,z,u)

Vue U, H(t,z"(t),p(t),u"(t)) = H(t,z"(t),p(t), u(t))
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Lagrangiano o hamiltoniano generalizado

L(tamapaua q) - H(t’x7p7u) +q0& 'ga(tvwau)

do(t) es el multiplicador asociado a la ligadura g¢
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I
o

g_L (t, z*(t), p(t), u(t), q(t))
Uy,

q(t) - g(t,x(t),u®) = 0,

+ condicién de cualificacién de las restricciones

x*(t),u*(t),p(t) y q(t) resuelven

T oL

! B Opi '
. N oL

poo= Ox?

q(t) >0
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Sea IR", definimos los cuadrantes

H' = R"

H' = {(@&'...,2") e R" |z' >0}

H? = {(z!,...,2") e R"|z'>0,22 >0}

H" = {(z'...,2")e R"|z'>0,22>0,...,2" >0}

Para cada = € X, hay un abierto U, de z y un abierto de W, C H?, para
agin i, 0 <7 <n, y un homeomorfismo ¢ : Uy — Wy;

z € X si para alguna eleccién de ¢ : U, — W,, como antes, se verifica que
vz € §H?, e interior en otro caso.

Si v € T, X cumple que existe una curva c € C'(X) tal que c(0) =z y
¢(0) = v, entonces se dice que v es un vector tangente interior a z. Al
conjunto de dichos vectores se le llama vectores tangentes interiores
(TX)i. Se tien que T;X = lin (TX)i.
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Sea X un variedad con esquinas, espacio de estados, y U una variedad
con esquinas, tal que U — X sea una submersién suprayectiva.

Sea L :C — IR la funcién de coste y f: C — T X las ecuaciones de estado.

El problema de control de control esta definido en T*X x x U con
hamiltoniano de Pontryagin H = L + p; f* La condiciones del maximo de

Pontryagin se reescriben

iz (iywx —dH) >0 donde z € T*(T*X x x U)

My ={(z,p,u”) € T*"X xx U / u*(t) maximiza H(t,z*(t),p(t),u"(¢t))}
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émico 6ptimo

»

de crecimiento econ

1as

s

Teor

“La finalidad de una economia no es el aumento fisico de los bienes

de las necesidades humanas”

2

on mdzxima

sino la satisfacct

Carl Menger, Principles of Economics, 1871)
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En 1776 Adam Smith se pregunté por la naturaleza y causas de las

riquezas de las naciones.

0,000

150 5

R
0.050

0025

Annual growth rate of per capita GDP, 1960-90
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Modelos de crecimiento econémico estudian la evolucién temporal de las
variables macroeconémicas fijAndose en las tendencias a largo plazo.

e Teorias de crecimiento econémico. ;cédmo crecera la economia?
e Teorias de crecimiento econémico 6ptimo. ;como deberia crecer?

Modelo neoclasico de crecimiento econémico. Solow-Swan 1956

F homogénea de grado 1
1. Y = F(K, L), 9?F/oL* < 0, O?F/OK? < 0
(F(K,L) = AK“L'~%) Cobb-Douglas
2. Y(t)=C(t) + 1(t)
3. I(t) = K(t) + uK(t)
4. L(t) = L(0)en?
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Y () = LOF(1, 53 = L) F(k(t)

k) = 55

yt) = 18

y(t) = f(k(t))

k.: % Lz L 77%

y(t) — c(t) = k +nk + pk

Ecuacién fundamental del crecimiento econémico

k=fk)—Xc—c, A=n+p
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En el modelo de Solow-Swan se cierra el modelo anadiendo una ecuacién
describiendo el comportamiento del consumidor:

C@t) = (1 =s)(Y(t) — pK(2))

Tasa de consumo es una fraccién constante de la produccién neta.

k=sf(k)— Xk donde N =su+n

;Qué cantidad de consumo debemos hacer en cada instante del tiempo de
modo que se maximiza cierto objetivo satisfaciendo siempre la ecuacién
fundamental?

Jr = /OT u(c(t))e 0t dt

u es una funcién de utilidad asociada al “representante individual” de la
sociedad.
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u'(c) >0 u”’(c) < 0, c>0

T
max u(c e 0t
a /0 (e(t)) dt

k= f(k)— X e —c
ff<o<f u <0<

H(tv k, p, u) - u(c)eigt +p(f(k) — Ak — C)
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{ k:_‘;H — f(k)— Mk — ¢
P
OH ,
= —_——— = — —)\
b or = PUR) =X
—aa]j =0=1u'(c)e’t —p = p=1u'(c)e

= 2O (priy — (A1 8)
u’'(c)
k= f(k)— Xk —c
LB = (3 +5)
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En (k*,c*)

. . fIk*) =X -1 p -1
J(k ,C ) - _ U/(C*) f//(k*) 0 — o 0
u”(c*)

con p >0y a<0. Punto de silla
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Crecimiento éptimo con una funcién objetivo lineal

Jr / c(t)e 0 dt, §>0
0

k= f(k)=Xe—¢, ¢>0, k>0

Llamando s(t) a la propensién al ahorro
Y-C  f(k)—c
Y f(k)

s(t) =

c=(1-29)f(k)
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Jr

/T(l _9f(ketdt,  §>0
0

sf(k) =Xk, 0<s<1,k>0

.
I

Caracteristicas del problema:
e funcién objetivo lineal en el control
@ ecuacidon de estado lineal en el control

e control en un intervalo cerrado

H(t, k,p,s) = e (1 —s)f(k) + p(sf(k) — \k)
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k=sf(k)— Ak
p=— [T = 9)f (k) + p(sf' (k) = V)]

H maximizado con respecto a s

lim p(t)=0

t——+oo
Para simplificar, ¢ = pe®?

k=sf(k)— Mk
G=A+0)qg—[1+(a—1)s] f'(k)

La condiciéon de maximizacion:

méax (¢ — 1)s, s €[0,1]
S
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Casolg>1,s=1
k=sf(k) — Mk
G¢=(\+9)— f'(k)q

=0 k=0
N /7‘ "\\
[N // K
. _\\\—_"/ /7\. \\
| e
et < —
I
I
I
0 ,t P &
Slide 39
Caso 2 ¢<1,s=0
k=—\k
Gg=(A+0d)q— f'(k)
k=0
+l-
" N
k,/’ -‘\\\~‘\\
1 - = ~
Pl )
(ko} \
A ~—<tg=0
0 pe % k

Slide 40




Problemas de control no-auténomos

dxi i .
prab frtyxyu), 1<i<m, L(t,z,u)
20 =t
dxV dx’t :
=1, =), 1<i<m,
dr dr

L(z° z,u) = L(20, 2, u)
Una formulacién alternativa: nuevo control v y un nuevo estado xg:

dz® dx’ ,
— =, :vfz(aco,:c,u,v), 1<i<m,
dr dr

I:(oco, z,u,v) = vE(2?, z,u)

P. Michel: On the transversality condition in infinite horizon optimal
problems. Econometrica 50 (4) (1982), 975—985.
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C=R?xC > T(IR x B)
s TIRx B
donde RXxB
s 0 ; 0 .
f:vﬁ+faxi, 1<i<m.

Crecimiento éptimo con capital humano

Y(t)= KO H®) (ABOLE)' ™77, a,f>0, a+f<1

donde Y es el output, K capital fisico, H capital humano, A nivel de
tecnologia y L el trabajo. L crece a una tasa constante 7. Se supone
A(t) = aK(t)*H(t)'~* donde a es constante.
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Y(t) = C(t)—l—IK + I = C(t) —l—SKY(t) —‘,—SHY(t)

dondeli e Iy son las inversiones brutas en capital fisico y humano, y C
es el consumo.

K{t) = Ix—0xK=sgY(t)—0xK
Ig —0gH =spgY(t)—dgH,

=
—

o~
N’

y(t) = ak'~Fn’,

k(t) = sxy(t) — (6x +nk(t), h(t) =suy(t) — (5u + n)h(t).

Funcién de utilidad:
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donde ¢ = (1 — sg — sg)y.

~ =71—6
L(t,h, k e [(1 R SH)dkl_ﬁhﬁ]
LRy SK,SH) = €

1—-06
dx
= =
dr
dk 5.5
— = wspak' PhP —v(6k +n)k
dr
% = vsH&kl_BhB—v((sH—i—n)h,
-
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y la funcién de coste

[(1 — SK — sH)&klféhB] 0
1-0

L(z,h,k,v,s5,80) =ve P*

)

(‘I)s)(x,h,ki,’l},SK,SH) = ($+8,€179k,€179h,’0,8[{,8H)

es una simetria.
0 pk 0 ph 0O

Yy = = < <
9z " 1—00k 1—60h

YOE)=0, Lycf=0

ph
+ phn es constante

o
P+ PRy 1-0
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k|, Lt tant
— constante
10 P19
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