PROBABILITAT I PROCESSOS ESTOCASTICS ETSETB

Examen Parcial 21 d’abril de 2010

1. Es transmet una seqiiencia binaria de simbols independents on la probabilitat d’aparicié
del 1 val % Utilitzem dos canals parallels independents. En cada canal, la probabilitat
que un simbol donat arribi canviat val €, tant si entra un 1 com un 0. A la sortida
triem el simbol comu als dos canals, o 0 si les sortides difereixen.

(a) Calculeu la probabilitat d’error per simbol enviat. Es a dir, P(S# E)on E ésel
simbol entrant i S és el simbol sortint. Demostreu (graficament, per exemple) que
aquesta probabilitat és inferior a la probabilitat d’error en un sol canal per a tot
e€(0,1)

(b) Considereu e = 0,1. S’envien 10 simbols. Calculeu les probabilitats que no hi hagi
cap error, que hi hagi un sol error i que hi hagi exactament dos errors. A partir de
la suma d’aquestes tres probabilitats: que podem dir de les probabilitats de tenir
més de dos errors?

(¢) En funcié de €, que valen en mitjana els percentatges de uns en l'entrada i en la
sortida, respectivament? Quin és el minim valor que pot tenir el percentatge mitja
de uns en la sortida?

(d) Quina és la probabilitat que un 1 detectat a la sortida correspongui a un 0 en
I’entrada. Comparar amb un sol canal.

(e) En mitjana cal enviar 70 simbols fins que la sortida dels dos canals mostra valors
diferents. Trobeu el valor de €. Quina desviacié podem esperar d’aquest nombre
de transmissions al voltant de 70?7

Solucio:

(a) Indiquem per E el bit d’entrada i S el bit de sortida (decidit a partir del que surt
als dos canals).

Tenim: P(E=0) =2, P(E=1) =3}, P(S=1|E=0) =€, P(S=0/E=0) =1— €,
P(S=1|E=1) = (1—¢€)?, P(S=0|E=1) = €2 + 2¢(1 — ¢) = 2¢ — €.

Llavors:

W=

P(S # E)=P(5=1|E=0)P(E=0) + P(S=0|E=1)P(E=1) =

2 1 1
§e2 + §(2€— ) = §(26—|—62).

Amb un sol canal, la probabilitat d’error val €. ¢ > %(26 + €2) equival a € > €2, que es
verifica per a tot 0 < e < 1.

(b) El nombre d’errors N és binomial amb n =101 p = %(2 -0,1+0,12) = 0,07.

2) = (120) . 0_072(1 _ 0_07)8 =0,1233.

Les tres probabilitats sumen 0,971 de manera que la probabilitat de tenir més de dos
errors ja és bastant més petita.

(c) La proporcié de uns a l'entrada és % (33,3%). La proporcié de uns a la sortida és:
P(S=1)=P(S=1|E=0)P(E=0)+ P(S=1|E=1)P(E=1) =

2 1 1
§€2 + §(1 — 6)2 = §(3€2 — 26 + 1)



Figura 1: Probabilitat d’error amb un i dos canals (esquerra). Probabilitat de S = 1 (centre).
Probabilitat de E =0, si S = 1 (dreta).

Aquesta probabilitat val % per e =01 % per € = 1. Derivant i igualant a zero trobem

un minim en € = % on P(S=1)= %. Aixi, la minima proporcié és del 22,2%.

(d) Per Bayes:

P(S=1|E=0)P(E=0) 22
P(E=0|S=1) = = 3
( | ) P(S=1) $(262 —2¢+1)
_ 2¢2
32 -2 +1°
Amb un sol canal:
P(S=1|E=0)P(E=0) 2e
P(E=0|S=1) = _
( | ) P(S=1|E=0)P(E=0)+ P(S=1|E=1)P(E=1)  2e+1(1—¢)
_ 2¢
C14€

(e) P(canals diferents) = 2¢(1 — €). El nombre de simbols fins que aixd passa és una
variable geometrica M de parametre p = %. L’equaci6 2¢(1—¢€) = % té dues solucions:
0,00719 1 0,9928. La raonable és la petita. La desviacié de M val % = 69,4. Per tant,
el valor obtingut de € és poc fiable.



densitat:
fu(x) = Kpze ™™, x>0,

2. La posicié d’un electré en un fil conductor semiindefinit és una variable aleatoria X de

on K, ésuna constantin = 0,1,2... correspon als diferents estats en que pot trobar-se

Pelectro.

(a) Calculeu el valor de K, aixi com l’esperanca i la variancia de la posicié de 'electrd

en 'estat n.

(b) Es prepara un electré de manera que pot trobar-se en

elsestatsn =0on =1

amb probabilitat % cadascun. Si observem que no es troba entre x = 0i z = 1,

quina és la probabilitat de trobar-se en cada estat?

(c) Tenim dos electrons independents en l’estat n = 0. Distingim dues regions del fil:
Fi={0<xz<1}iF, ={1l <z < oo}. Quina és la probabilitat que els dos

electrons es trobin a la mateixa regi6?

(d) La presencia d'un camp electric fa que ’energia de 1

‘electrd valgui U = e X.

Trobeu la funcié de densitat de la variable U aixi com els seus moments (my =

E[U*)). Quina és I’energia mitjana en I’estat n?
Solucié:

o0
a) 1= / K,z"e *dx = K,n!, don K, = ]
0 .

1 [ 1)!
E[X]:—'/ x-x”e_xdx:(n—'—' ) =n+1.
n:Jo n:

1 [ 2)!
E[X?] :H/o 2% ae dr = (nl—' ) =(n+2)(n+1).

VIX]|=E[X) -EXP*=mn+2)(n+1)—(n+1)>=n+1.

(b) P(X >1n=0) = [[Tedz =e!. P(X >1n=1)
1

Je I =

2¢~!. Per bayes

Pn=0|X>1)=

= [Fwe"de = —(z +

(c) n = 0 correspon a una variable exponencial de parametre 1. Per aquesta variable

(Fl) =1- 6_1 P(Fg) =e 1.

P
P(els dos a la mateixa reglo) P(els dos a Fy)+P(els dos a ) = P(F})*+P(F)? =
(

l—e )2 +e?2=1-2e"142e72=0,5349.

d) Com X varia entre 0 i oo, Qy = (0,1). A cada valor

r=—Inu.
1 " 1

u € (0,1) correspon una

(—lnu)”'

o0 = O~ e
my = E[UY = % fooo e kT gre T dy = 1, 0 T ne=(kt1)z gy
1
(k+1)n+1-

, . . ) , _
L’energia mitjana en ’estat n és m; = il

n!

1 _
= )" nl Jo thetdt =



