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Funcid descriptiva

Tornem al nostre sistema lineal, pero ara realimentat ngigat una no-linealitat
independent del temps

+ u Sistema lineal J
r=20 G(S) :C(SH—A)_lB ~
Y(y) Element
no lineal |~
r = Ax+ Bu,
= C(Cu,
u = —(y)

x € R™, u,y € RP, (A, B) controlable( A, C') observabley localment Lipschitz en.
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Volem investigar I'existéncia de solucions periodiquebaariodel’ = 27 /w > 0:
2T
Y (t + —) = y(1).
w

Expresseny(t) en série de Fourier complexa

+oo
y(t) = Z ar exp(jkwt).

k=—o0

La satisfaccio de les equacions ens portara a determinkss c;,. Aquest procediment
per a trobar solucions es coneix en general cométbde del balan¢ harmonic

Com quey és independent del tempg(y(t)) sera tambeé periodica amb peridbe,

formalment
—+ oo

D(y(t) = D crexp(jkut),

k=—o0

on cada coeficient; depen, en principi, de tots eis.
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Siy(t) és solucio, tenim, en termes de transformades de Laplace,

amb
U(s) = =L(¥(y(?)).

Escrivint la funcid de transferéncia com

Gs) = 55

tindrem
d(s)Y (s) = n(s)U(s).

Tornant al domini temporal i tenint en compte la formaldgs), aixo dona

d(p)y(t) +n(p)yY(y(t)) =0
onp = d/dkt.
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Emprant ara I'expressio en série de Fourieg @8 i 1) (y(t)), i tenint en compte que
pexp(jkwt) = jkw exp(jkwt)

obtenim
400

Z (d(jkw)ag + n(jkw)cy) exp(jkwt) = 0

k=—o0

Finalment, emprant I'ortogonalitat de les exponencials,
d(jkw)ar + n(jkw)cy, =0 Vk € Z.
Aix0 es pot re-escriure com
G(jkw)cgy +ar =0 VkeZ,

on suposem que ni ni els seus multiples son freqiencies naturals del sisteraal |

Donat queG (jkw) = G(jkw), ap = a_g, c, = ¢_}, SOIs cal estudiar aquestes
equacions complexes peka> 0.
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Donat que cada;, depen de totes las,, aixo és un sistema de dimensio infinita
dificilment tractable.

Com queG(s) és estrictament propiimy_, .o G(jkw) = 01, en consequéncia
ar — 0també.

Per tant ens limitarem a resoldre una aproximacio finita
G(jkw)ér +ar =0, k=0,1,2,...,q

per aq prou gran. El barret indica que estem resolent un problemeaepat.

Fins i tot aguest problema aproximat és forca complicat.ddigon simplificar meés
escollintg = 1. Aixo vol dir que estem suposa6t(jkw) ~ 0 per a totk > 1.

Encara que coneixed(s), 'aproximacio anterior és dificil de verificar donat que no
coneixenw. Aquesta és, pero, I'aproximacio deflmcié descriptiva.

Posanti;,, = 0 per a totk > 1 tenim una equacio real i una altra de complexa:

G(0)éo(ao,a1) +ap = O,
G(jw)él (&0, &1) +a1 = 0.
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Tenim per tant tres equacions reals i quatre incognites:reahbo, Reaq, Imas.

Aquesta indeterminacio es deguda a I'arbitrarietat degér temporal en un sistema
autonom, que és el nostre cas(&h, a1) €s una soluciod, també ho sy, a1e7?),
amb@ qualsevol, prenent un altre origen de tentps; t + 6.

Podem aprofitar aquesta arbitrarietat per escollir el primemonic dey(t) de la forma
a sinwt amba > 0, és a dir, escollim

y(t) = ap + asinwt

| ara sols hi ha tres incognites.

Es immediat veure que aixo implica

| per tant Rea; = 0.
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Les equacions queden ara en la forma

G(0)éo(Go, —)+ a0 = O,
2)

(Jw)01(ao,—)+z = 0.

La primera d’aquestes equacions no depew depermet resoldrég en funcio da.

De tota manera, encara farem una altra simplificacio, quapgssar que) és una funcio
senar:

Y(—y) = —¥(y).

En aquestes condiciondy = 0i ¢g = 0 és una solucié de la primera equacio, ja que

o = — / W(aog + asinwt) dt

| aix0 dona zero si posedy = 0, degut a I'antisimetria de.
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Posant aix0 a la segona equacio, obtenim

El coeficientc; bé donat per

2r
¢1 (O,i) = i/ N Y(asinwt) exp(—jwt) dt
27 27 Jo
w [ . .
= —]—/ ¥(a sin wt) sin wt dt.
T™Jo

Definim la funcio real

C/31 <07 a/<2j)
a/(2j)

2w [w
U(a) = St / Y (asinwt) sinwt dt.
Ta Jo

Llavors I'equacio per &; es pot escriure coifiz(jw)¥(a) + 1)a = 0. Suposant # 0
obtenim I'equacio de balan¢ harmonic de primer ordre

G(jw)¥(a) +1=0. [BH]

¥ (a) s'Tanomena lduncio descriptiva de la no-linealitat).
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El métode de la funcio descriptiva es pot aplicar a no-lite#glmés complicades (no
necessariament senars o independents del temps). Enlgdneeaa llavors complexa i
dependra tant d@ com dw.

Si 'equacio complexa [BH] té una solucia s, ws), podem esperar que existeixi una
solucié exacta amb freqiiencia properasa amplitud al voltant da, i si no hi ha solucié
podem esperar que no existeixi cap solucié exacta d’aqiestacteristiques.

El podem esperar sols pot ser substituit per una afirmacié més contundentsufea
analisi més detallada, que també ens ha de dir el que s’eat@noper a.

Exemple Sigui la funcio signe

/

1, y>0
Y(y) =sgny) =¢ 0, y=0
. _17 Y <0

Tenim (cal notar qud& (a) €s independent de pels nostres casos, i per tant podem posar,
per exempleo = 1 per calcular la integral; també podem fer un canvi de vagiab)) )

T

2 4
/ Y(asinf)sinf df = — sinf dfd = —.
Ta

Ta Jo ma
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Exemple Sigui una funcio senar que satisfa la condicioé de sector

ay? < yp(y) < By?, Yy eR.

Tenim
2 7r . . 2a i .. 9
U(a) = — Y(asinf)sinf df > — sin“ 6 df = «,
m™a Jo s 0
2 [T : : 28 [T . o
U(a) = —/ Y(asin@)sin 6 df < —/ sin“ 0 df = 3,
T™a Jo ™ Jo

| per tant la funci6 descriptiva d’'una no-linealitat d’agtigpus satisfa

a<V¥a)<pB, Va>0.
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Donat que estem considerah{a) real, I'equacio [BH] es pot escriure com
(Re(G(jw)) + jim (G(jw))) ¥(a) +1 = 0.
Separant parts real i imaginaria tenim

14+ ¥(a)Re(G(jw)) = 0,  [BHI]
Im (G(jw)) = 0. [BHZ]

Donat que [BHZ2] és independeniag’es pot solucionar per obtenir les possibles
frequencies. Aixo és independent de la no-linealitat, qiedetermina, per a cadai
solucionant [BH1], 'amplitud de les osdacions.

Exemple SiguiG(s) = Es immediat veure que IifG (jw)) = 0 dona

1
s(s+1)(s4+2)"
w = /2 (sols cal considerav > 0). Substituint a [BH1], obtenin¥ (a) = 6.

Seguint amb I'exemple, si considerem la no-linealitat daesj tenim¥ (a) = %, | aixo
donaa = 3% Per tant podem dir que el sistema realimentat d’aquestamascilara

probablement amb una frequiéncia propexd2 amb amplitud propera @2;

En canvi, si hi posem una no-linealitat senar de s€6td], com qued < ¥(a) < 2, N0
esperem que el sistema sigui capag de tenir solucions ppresd
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Exemple Sigui I'equacié de Rayleigh
. ( .1 .3)
zZ4+z=¢€|z— §Z , €>0.

Aix0 es pot escriure com

zZ—€z+ 2z = eu,

La primera equacio defineix el sistema lineal. Agafart Z com a sortida la funcio de

transferéncia és
ES

s2 —es+1°

G(s) =

i la no-linealitat é)(y) = 3.
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La funcio descriptiva d’aquesta no-linealitat és

2 7T a2
U(a) = — | (asinf)3sinfdhd = —
37'('0, 0 4

Y

| la funcié de transferéncia sobre I'eix imaginari és

jew(l — w? + jew)
(1 — w2)2 + 2w?

G(jw) =

L'dnica soluci6 positiva de IMiG(jw)) = 0 ésw = 1.
Peraw =1,1+ Y(a)Re(G(5-1)) = 0donaa = 2.

Per tant esperem que I'equacié de Rayleigh tingui una solleiperiode proper a

T = 2% = 27 i amb amplituc.
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Anem ara a la justificacidé del metode de la funcio descripfexr fer-ho, ens limitarem a
no-linealitats que satisfacin lesiescondicions segients:

no-linealitats senars,
no-linealitats amb pendent fitat entia 5:

a(y2 —y1) <Y(y2) —Y(y1) < B(y2 —y1)-

Aix0 no és el mateix que la condici6 de sector, pero es potvgue si es satisfan les
dues condicions anteriors la no-linealitat pertany aladet, 3], i per tant la seva funcio
descriptiva satisfae < ¥(a) < B.

Estudiarem I'existéncia de solucions periodiques de roitg, és a dir, solucions
periodiques amb tant sols harmonics senars; aixo és raodafut a la forma dé.

Si, tal com ja hem fet, escollim I'origen temporal de manara @ fase del primer
harmonic sigui zero, tindrem

y(t) = asinwt + yp (1),

onyy, (t) conteé tots els harmonics (senars) superiors.
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Ara tenim

a

ap = —

1 5
W T/ w

c1 = —/ Y(asinwt + yp(t)) exp(—jwt) dt.
T™Jo

El balan¢ harmonic perl= 1 ésG(jw)c1 + a1 = 0.

Si definim

c1 2w ™/w

V*(a,yn) = o I ), Y(asinwt + y, (1)) exp(—jwt) dt,

podem re-escriure aixo com

1
G(jw)

+ U*(a,yn) = 0.

Defininté¥ = ¥ (a) — ¥*(a, yy ), podem posar finalment

1
G(jw)

+ U(a) = oV.
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Aquesta és una equacio exacta, i el que volem fer és trobasbtze) V.

Emprant les fites sobre la derivada, definim

_|_

p(w) = inf 5 W

k>1;k senar|

o+ 3 1 |

SiguiQ = {w | p(w) > 1 (B8 — @)}. En qualsevol subconjuit’ de$2 definim

B—a)?
2
B—a
2

p(w) —

o(w) =

Lema. Sota les condicions esmentades

27 [ w 2 2
f/ y2(t) dt < ( U(w)a) . YweQ.
0

T 68—«

A més,

V| <o(w),Vw € Q.
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Finalment, és possible establir un resultat (Teorema 1®Khalil) que indica
Per a quines frequencies no pot haver-hi solucions de nma o
Condicions que ens permeten assegurar I'existencia daloai§ periodica

y(t) = asinwt + yp (t)

amby,, satisfent la fita del Lema.

Exercicis. Repassar I'exempl&0.24de Khallil.
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