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Problemes de control

Sistema de control (estatic) general

pertorbaciaw

N ” = f(t,z,u,w) Yy
referéncia C y = h(t,z,u,w)

A

v(t, y)

Tasques de control: estabilitzacio, seguiment de senydlgig o esmorteiment de
pertorbacions.

Realimentacio d’estat: totes les variables d’estat esipatiktzar per realimentar
(y = ).
Realimentacio de sortiday ¢ x).
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Lligams que donen lloc a compromisos i requeriments extra:

Resposta transitoria en problemes d’estabilitzacio ilesgoamb certs
requeriments.

Magnitud du limitada.

Temps de retard en el calcul @&(¢, y) o en la mesura dg.

Quantitzacio dels valors d’i d’y.
Incertesa en el coneixement fleé h: s’'intenta dissenyak que satisfaci tots els
requeriments per a totes I¢s h dins d’un cert conjunt.

Control robust: tots els models es suposen pertorbacions d’un model damals(]
nomina)), dins una certhola d’incertesa

Control adaptatiu: tots els models es suposen variacions d’un donat, pero amb
parametres diferents. Les mesureg ittenten llavors esbrinar els valors d’aquests
parametres desconeguts.

La teoria de control robust proporciona resultats i metodels potents,
especialment per al control de sistemes lineAls,(control).

El control adaptatiu introdueix en general controls nodisgfins i tot per a
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sistemes originalment lineals.
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Suposem un sistema sense pertorbacions externes:

z = f(t z u)

El problema de I'estabilitzacié per realimentacié d’esstrobar

U = ’Y(ta .’1?)

tal qguexz = 0 é€s un punt d’equilibri uniformement asimptoticament elstalel sistema
en llac tancat

T = f(taxa’)/(taaj))'

Una vegada sabem com resoldre aquest problema, podenliestaqualsevol punp
amb el canvi de variables = x — p. A més,p no té que ser necessariament un punt
d’equilibri del sistema en llag oberf (¢, p,0) # 0 en general).
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El controlu = ~(t, ) STanomena estatic donat queno témemoriadex: v depén sols
del valor dex ent.

Diem que tenim ungalimentacio d’estat dinamicasi
u="y(t,x, z)

on z obeeix una equacio diferencial
z2=g(t,x,z).

Aquest és el cas debntrol integral o del control adaptatiu.
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El problema de 'estabilitzacio per realimentacio de slargstatica és trobar

U = fY(ta y)

tal qguexz = 0 €s un punt d’equilibri uniformement asimptoticament elstael sistema
en llag tancat

T = f(ta %7(1@ y))

De la mateixa manera, I'estabilitzacio per realimentae@artida dinamica vol trobar

u = vy, 2),
2 = gy, 2),

de manera quér = 0, z = 0) sigui uniformement asimptoticament estable.

La realimentacio de sortida dinamica és més habitual quealawmentacié d’estat
dinamica, donat que la manca de mesures sobre alguns agdsesstompensa amb el
disseny dobservadors que son sistemes dinamics acoblats al sistema original que
estimen les variables del mateix.
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El cas lineal és

r = Ax+ Bu,
y = Cz+ Du.

La realimentacio d’estat estatioca= K x, on K s’anomenauany del controlador,
preserva la linealitat del sistema en lla¢ tancat

& = (A+ BK)x.

L'origen del sistema realimentat €s asimptoticament éstwbA + BK és Hurwitz. Si
el sistemg A, B) és controlable hi ha algorismes molt eficients (formula ¢&wenann)
per triar K de manera que els pols en lla¢ tancat estiguin on volguem.

Si sols és possible realimentacio de sortida, es pot diasemycontrolador-observador

v = Kz,

Az 4+ Bu+ H(CZ + Du — y),

-
I

on H, elguany de I'observador, és tal qued + HC' és també Hurwitz.
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Per als sistemes no lineals el tema és molt més complicata Hok camins fonamentals,
gue es basen en els resultats lineals.

Linealitzacié aproximada: es linealitza el sistema alamtiide I'origen, o d’'un punt
d’equilibri (x*, u*) qualsevol, i es dissenya un controlador per a aquest sidteaah

Linealitzacié exacta: mitjancant realimentacio (d’egpairo pot ser també de sortida) i un
canvi de variables
z="T(x), u="y(x)+v,

onT és (localment) un difeomorfismeiés el nou control, es converteix el sistema
2z = Az + Bw.

La linealitzacié aproximada es basa en el métode indirextedpunov. El seu problema
és que, si no hi ha valors propis del Jacobia de la lineaitdzaob part real zero, el
metode sols estableix “I'equivaléncia” dels sistemes dbwb del punt d’equilibri, i no

cal esperar un control valid per a una regié de condiciomsailsi predeterminada.

La linealitzacio aproximada es pot millorar mitjancanptagramacié de guanys es
linealitza el sistema al voltant d’'una successio de purgqulibri, es dissenyen
controladors per a cada punt i s’interpolen segons la pritedirals diversos punts
d’equilibri.
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La linealitzacio exacta no té aquest problema, pero es lvaga eoneixemengxactedels
parametres del sistema. Com que el sistema real tindra vassptes diferents dels
nominals, haurem dissenyat un controlador exponencidlastable per a un sistema que
és una pertorbacié del sistema al que I'aplicarem. La vedidiel métode es basa en la
teoria de Lyapunov per a sistemes pertorbats (capitol 5 ddélKh

Exemple.

:b:zc2—|—u.

Linealitzacié aproximada al voltant de= 0, v = O:
T =u,

gue s’estabilitza ambh = —kx, k£ > 0. El sistema original amb aquest control és
& = z? — ka i, augmentank, podem augmentar la regié d’atraccié de l'origen.
Cap valor dek, pero, assoleix estabilitzacio global.

Linealitzacié exacta (en aquest cas no cal difeomorfisme}: —z? — kx, k > 0.
Aixo0 resulta en el sistema

r = —kx

gue és globalment estable. Aixo es perd, pero, si s'aplicasastema lleugerament
pertorbat, com ara = 1.1z2 + w« (tornem a tenir el mateix problema que amb la

linealitzacio aproximada).
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El darrer problema general que veurem és eelpuiment de senyals en presencia de
pertorbacions externes

Tenim

{'.U — f(t7 aj? u? w)?

y — h(t7aj7 u? w)?

onw pertany a un cert conjuii?, i un senyal de referencigg (t).

L'objectiu és quee(t) = y(t) —yr(t) ~ 0,Vt > tg. Com que aixo és impossible sense
posarz(tg) de tal manera qug(to) ja estigui prop deyr(to), €s més raonable demanar
(rebuig asimptotic de la pertorbacio):

lim e(t) =0, peratotesles € Q.

t— o0

Aix0 es impossible per a pertorbaciangyenerals, i normalment sols es pot aconseguir
I atenuacié asimptotica de la pertorbacid

le@®|| <€ VI>T, VweQ.

on e és petit. Aixo també admet la varid¢|| < k||w|| 4+ €, amb una norma qualsevol.
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Estabilitzacio

Mostrarem les idees fonamentals de I'estabilitzacio perdiitzacié aproximada amb
I'exemple del pendol:

6 = —asin@—bé—l—cT,

ona =g/l >0,b=k/m >0,c=1/(ml?) > 0, 0 és I'angle amb la verticalT és el
parell de forces que apliquem com a control.

Suposem que volem estabilitzar el pendol en un afigled. El canvi de variables
r1 =0 —9, x90= 0
ens dona

T3 = T2,
2 = —asin(x; +9)— bxra + cT.
Al punt d’equilibriz* = (9, 0) li correspon un valor en equilibri del parell*, donat per

a |
T* = —sind.
C
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Introduint la nova variable de contral= T — T, ens queda

1 = 2,

—a(sin(x1 + 0) —sind) — bxa + cu.

T2
Aixo0 ja verifica f(z = 0, u = 0) = 0. Linealitzant obtenint = Ax + Bu, amb

0 1 0
A — , B —
—acosd —b c

SiprenemK = (k1 k2), és facil veure quel + BK és Hurwitz sik; < < cosd,
ko < g | el control és, en termes de les variables originals (qudesbque es mesuren)

T=T*" —I—k1(9—5) —i—kgé.
Aix0 és un control PD (proporcional+derivatiu).

Com queA + BK és Hurwitz, podem calcular una funci6 de Lyapunofe) = z! Pz
solucionant I'equaci6 de Lyapunov

P(A+ BK)+ (A+BK)TP=—-Q

per aQ” = @Q > 0 qualsevol. Calculant llavorg amb la dinamica no lineal es pot
llavors estimar la conca d’atraccié d’aquest control.
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Control integral

En I'exemple del péndol hem regulat el péht= § fent una translacié. En presencia de
parametres desconeguts, pero, aixo és poc util.

El control calculat és
T=T"4+ Kzx.

TantT™ = 2 sin § com Kz depenen dels parametres del sistema. El terme de
realimentacio K x, pot ser dissenyat, pero, de manera que sigui robust a @amplie
variacions dels parametres.

El termeT™ és, pero, molt més sensible. Bt es calcula a partir de valors nominals,
co, €l sistema s’estabilitzara de fet en

. C apc .
sinf* = —-T* = — sind
a aco

| tenim llavors queé™ = § sols sié = 0 06 = =« (els punts d’equilibri en llag obert).

El control integral proporciona un cami per no haver de daicli* a partir dels
parametres. Ho veurem amb el mateix exemple.
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Sipreneme; =60 — §, 20 = 0, y = z1, w = T tenim

r1 = x2,
2 = —asin(x1 +9) — bra + cu,
y = Cx=1x1 =e,

one ésl'erroriC = (1 0).

Si volem sequir la referencia d’error zerg; = 0, el punt d’equilibri desitjat és

z*=(00), u"= 2 sins.
c

Augmentem ara el sistema amb iategrador de I'error
oc=¢€e=ux1,

ono té un valor d’equilibric* no fixat per nosaltres.
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Linealitzem ara al voltant d&* = (z* o*), u* (fixem-nos que el camp vectorial total

no depéen de™*), i ens queda
£ = Af + Bo

onv =u—u*I

A O B
A= , B
C 0 0

SiprenemK = (ki ko k3), resulta qued + BK és Hurwitz si
b—koc>0, (b—kac)(acosd—kic)+ ksc>0, —ksc>0.

Encara que no coneguem exactament els valarssd0, b > 0, ¢ > 0, si sabem que
a < pg, c > p2, podem assegurar Hurwitz escollint

k
ko <0, k3 <O, k1<—p—1<1—|— 3).
P2 k2p1
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El control resultant és
T =k1(0 —6) + ko + k3o

ond = 6 — J. Aixo és el PID (proporcional+integral+derivatiu).

Fixem-nos que no calculeffi*. La clau del control integral és que el control forca la
convergencia cap un punt d’equilibri, i 'equaeio= 0 — § sols téd = § com a equilibri.

Els parametres canviants sols afecten el valartle

Els exemples que hem presentat, tant per al cas PD com pd) a$poden tractar
també si fem realimentacio de sortida, introduint els gpo@ents observadors (veure
11.2de Khalil).

Programacio de guanys Veure seccid 1.3de Khalil. La justificacio teorica requereix
teoria de pertorbacions singulars.

Exercicis; fer 11.3i1 11.5de Khalil.
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