Teoria de Control Moderna

(Notes provisionals. Carles Batlle, febrer 1998)

1 Introduccid

1.1 Sistemes de control

La forma més general d’un sistema de control determinista en temps continu
és

z = f(z,u,0,n,1t)

Yy = h($), (1)
on z(t) € R™ (les variables d’estat) és un vector que descriu l'estat del
sistema en temps ¢, u(t) € R™ és un vector que descriu els controls de qué es
disposa per influir sobre el sistema (les entrades del sistema), 6(t) € R? és
un vector de pertorbacions, i.e. funcions depenents del temps que no podem
controlar i de les que es disposa d’informacié molt limitada, n € R? és un
vector de parametres corresponents a constants fisiques del sistema, el valor
de les quals podem coneixer exactament o no, i finalment y(t) € R* és un
vector que representa les variables que podem mesurar (les sortides del sis-
tema) i és una funcié h(x) de les variables d’estat. El vector f(z,u,8,n,1),
el camp vectorial del sistema, determina un sistema d’equacions diferen-
cials de primer ordre. Si f no depén explicitament de ¢, que és el cas que
considerarem, es diu que el sistema és autonom.

Si el camp vectorial f és una funcié lineal de les variables z, u i 0 i la
funcié h(z) és lineal en z, es diu que el sistema és lineal, i en aquest cas el
podem representar amb matrius

t = Ax+ Bu+ Q0

y = Cuz, (2)
onAésnxn, Bésnxm,QénxpiCé sxn,iaon A, Bi(Q depenen
dels parametres 1. A la practica, molt pocs sistemes sén exactament lineals,

pero si que es pot suposar amb molts casos que la dependeéncia en u i 6 és
lineal. S’obté llavors la representacio

f(@) + g(z)u + q(z)0

= h(z), (3)



on g(z) i g(z) sén matrius de les dimensions que pertoqui, els elements de
les quals depenen de x, a més de . Si m = s = 1, és a dir, si sols hi ha
una entrada i una sortida, es diu que el sistema és SISO (acronim de “single
input - single output”), mentre que el cas general és coneix amb les sigles
de MIMO. En aquestes notes tractarem majoritariament els sistemes lineals
SISO sense perturbacions ni parametres desconeguts. Les referéncies [1, 3, 6]
contenen material més avangat.

Un problema de control consisteix en calcular u(t) de manera que y(t)
satisfaci una série de condicions. Si la u(t) es construeix a priori com una
funcié del temps es diu que es té un control en llag obert, mentre que si u(t)
es contrueix a partir de la sortida y(t) en cada instant de temps, es diu que
el control és en llag tancat o realimentat (feedback). S’anomena control
robust a aquell que permet satisfer les especificacions sobre y(t) en preséncia
de les 0(t), i control adaptatiu a aquell que treballa sense coneixer el valor
d’alguns dels parametres n (amb o sense identificacié dels mateixos com a
resultat del control).

Si objectiu de control és portar y(¢) a un valor constant, llavors es parla
d’un problema de regulacié o estabilitzacio; si es tracta de fer que y(t)
segueixi un senyal de referéncia y,(t), es parla d’un problema de seguiment
de senyal (“signal tracking”). A més, la regulaci6 es pot aconseguir amb
diverses especificacions sobre el transitori (“rise time”, “percent overshoot”,
“settling time”) [4, 7]. Es diu que el sistema és BIBO (“bounded input -
bounded output”) si qualsevol entrada fitada en el temps produeix també
una sortida fitada en el temps.

Exemple 1.1 El sistema de control
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té un espai d’estat de dimensid 3, dues entrades i una sortida (MISO). El
sistema €és lineal © no té perturbacions ni parametres desconequts.

Exemple 1.2 El sistema de control

T = 2x+u
y = o



és un sistema SISO amb espai d’estats de dimensio 1. El sistema no és
BIBO ja que, per exemple, l’entrada fitada u(t) = 0 produeiz una sortida
y(t) = z(t) = K - €*, no fitada si K # 0.

Exemple 1.3 Un péndol simple sotmés a una forca tangencial de control
u(t) ve descrit per les equacions

= W
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w = —gsinﬁ—i——u
y = 0

on les variables d’estat son ’angle 6 i la velocitat angular w, i suposem que
la variable mesurable és 0. Es un sistema SISO no lineal, i el problema es
pot plantejar suposant que no es coneir la massa m.

1.2 Transformacions de similitut i transformacions de
realimentacié
A vegades podem simplificar la representacié d’estats d’un sistema de control

lineal mitjancant una transformaci6 lineal o transformacié de similitud,
donada per una matriu M constant no singular:

r— 2= Mz (4)

amb det M # 0. Sisuposem un sistema lineal sense perturbacions, (2) esdevé,
en les noves variables,

i = Mi= M(Az+ Bu) = MAM™'% + M Bu
y = Cx=CM'%. (5)

El canvi lineal (4) indueix aix{ la segiient transformacié de les matrius que
defineixen el sistema lineal:

(A,B,C) — (A,B,C) = (MAM *, MB,CM ). (6)

En general, intentarem triar M de manera que A sigui el més simple possible
i resoldrem el problema de control en les noves variables z.

En la transformacié (4) no hem tocat les variables de control u. Ens
podem per tant plantejar canvis més generals, on apareixin noves variables de



control que depenguin linealment de les antigues variables d’estat i dels antic
controls. Aix0 s’anomena una transformacié lineal de realimentacié i
té la forma
r — T =DMz
u — U= Rx+ Su, (7)
amb M i S matrius inversibles. Tenim, en les noves variables,
i = Mi=M(Az + Bu) = M(AM ™' + MS™ (i — RM~'%))
= M(A-BS'R)M~'z+ MBS 4
y = Cr=CM™'z7. (8)
i per tant podem representar simbolicament la transformacié mitjangant
(A,B,C) — (A,B,C) = (M(A—-BST'R)M~', MBS™',CM™). (9)

Ara, a més de M, disposem de R i S, i aix0 proporciona encara més lli-
bertat per simplificar el problema en les noves variables. En realitat, aquesta
llibertat és tant gran que tots els sistemes amb la mateixa n i amb m =1
es poden convertir, mitjancant una transformacio lineal de realimentacié, en
un sistema canonic de la forma

010 ... 0 0
001 ... 0 0
A= & : B=|: (10)
000 ... 1 0
000 ... 0 1

Sim > 1 hi ha diverses possibilitats per a una mateixa n, pero les matrius
A i B que s’obtenen estan formades per blocs d’aquest mateix tipus (les
anomenades formes canoniques de Brunovsky). Val a dir, pero, que si el
sistema original té parametres desconeguts, la transformacié dependra d’a-
quests parametres i per tant la solucié del problema en la forma transformada
no ens servira de massa.

1.3 De la funcié de transferencia a la representacié en
espai d’estats

La teoria “classica” de control esta basada en funcions de transferéncia [2, 4,
7] i no en equacions diferencials a ’espai d’estats. Veurem aqui com connectar
les dues formulacions i introduirem diverses representacions canoniques [4, 1].

4



Un sistema SISO lineal i invariant en el temps ve caracteritzat per una
funcié de transferencia
binS™ + b18™ -+ bis+ by P(s)
s+ an15" 4 tas+ag Q(s)

H(s) = (11)

a on suposarem que la funcié H(s) és propia, és a dir, m < n. Bona part de
la teoria de control classica elemental s’ocupa d’estudiar la resposta dinamica
del sistema a diverses entrades en funcié de la posicié en el pla complex dels
zeros i pols de H(s). Anem a veure que podem escriure un sistema lineal de
la forma

z = Ax+ Bu

y = Cuz, (12)
on y € R, u € R, de manera que la funcié de transferéncia entre u i y sigui
H(s).

Suposant condicions inicials nulles, H(s) és la funcié de transferéncia

entre variables v i z relaciones per la segiient equacié diferencial d’ordre n:

an 2™ 4+ a, 12" 4 b+ agz
= b 0™ 4 by 0™ £ b0+ by, (13)
Definim ara les n variables d’estat
(n—2)’ T, = Z(n_l), (14)

r1=%2, T9 =2, ...,Tp_1=2%

de manera que (13) és equivalent a

.fl = T2
.’jl'g = I3
in—l = In
. ) Gp—1 - by . bo
Tp = ——@T1—-— Ty + 0™ 4 o4+ —u. (15)
G 7% ap G ap

Aix0 és un sistema de n equacions de primer ordre, perd encara no té
la forma (12) donat que hi apareixen derivades del control. Per arreglar-ho
definim un nou control

b b b
u = mv(m)+...+—1i)+—ov, (16)
(079 Qp Qn



i (15) queda de la forma

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
T = : : : : z+ | : |u=Az+Bu (17)
0 0 0o ... 1 0
i R Y

Definint ara la sortida

bo b

Y= —a1+ —2s ot T
n (479 (7%
I
X2
:(2_2 C’Z_:1 Z_Z 0 --- 0) : =Cz, (18)
Tn

tindrem que la funcié de transferéncia entre u i y és precisament H(s). En
efecte, treballant amb transformades de Laplace i condicions inicials nulles,
(17) i (18) esdevenen

sX = AX+BU
Y = CX,

d’on
X =(sI—-A)'BU
Y =C(s — A)~'BU.
Es tracta per tant de demostrar que
H(s)=C(sI — A)™'B. (19)

Donada la forma de B, sols cal calcular la darrera columna de la inversa de
sI — A. Es facil veure (Apéndix B) que el determinant de sI — A val

o 1
IsI — A :sn+%sn*1+---+ﬂs+@: ~Q(s). (20)



Es demostra també a I’Apendix B que els adjunts dels elements de la darrera
fila de sI — A sén

1, s ..., "2 st
Posant-ho tot junt tenim
C(sI—A) 'B=
* x * 0
* x * S 0
=(& &m0 o)t s s
n n n S
* K ... * §"7? 0
* % *x st 1
1
1 ° bo + b1+ -« + bys™
8 “ .. S
=(by by b 0 0 : =21 me
( Jow | L aG)
Sn—l

tal com voliem.
Un sistema de control amb matrius de la forma donada a (17)(18)

()
a
by

0 1 0 0 0 b
0 1 0 0 !

A= : : : : , B=| :1,C= Zﬂ
o 0 0 ... 1 0 0
_8 _a _a _Gn-1 1

an an an an \ .6. /

(21)

es diu que proporciona una realitzacié de H(s) en forma controladora. Una



altra possibilitat és la realitzacioé en forma observadora, amb

0
ag:" 1 ... 0 : 0
A= S |, B=| m |, C= (22)
—a 00 ... 1 .
% 00 ... 0 \Q/ 0

Sempre és possible, mitjancant una transformacié de similitud, convertir
una matriu n X n qualsevol associada a un sistema dinamic a ’espai d’estats
cen una de les formes controladora o observadora.

Exercici 1.1 Trobeu la realitzacio observadora a ’espai d’estats.

Exercici 1.2 Demostreu que la transformacio lineal de realimentacio do-
nada per M =1, 5S=11

R_(_a_o _o1 __ a2 _%;1)
- an an an an

converteix la forma controladora en la forma canonica de Brunovsky (10).

Exemple 1.4 Sigui la funcid de transferéncia

72 +s5s—1
H(s) = st 4+ 552+ 2

entre una entrada v i una sortida z. La realitzacid en forma controladora
s’obté definint les variables d’estat x1 = z, xo = 2, x3 = 2, x4 = 2, l’entrada
u="T0+0v—v tla sortida y = —x1 + 9 + 7x3. Cal notar que les condicions
sobre la sortida original z es poden transformar en condicions sobre la nova
sortida y mitjancant y = —z + 2 + 7Z, mentre que una vegada trobat u, el
control original v s’ha d’obtenir resolent l’equacio diferencial T + v —v = u.

Exemple 1.5 Sigui el circuit de la Figura 1, on la variable de control és el
voltatge entre els punts a © b i la sortida és el voltatge a la bobina Ly. Treba-
llant amb transformades de Laplace, les equacions per als diferents elements



del circuit son, escollint V, = 0,

1
Vo=V, = —1
b Crs 1

Ve=V4 = Rily
Vi—Ve = Rol3
Ve = L15(11—12)

1
V, = — (I, -1
¢ 023( 2= 1)
‘/;» = LQSIg.

Tenim 6 equactons amb 7 incognites I, I, I3, V, = E;, V., Vg iV, = E,,
que podem resoldre en termes de la variable de control V. De fet, sols ens
interessa Ve, i el resultat és

E,(s) = %S;SSEZ-(S) _ b5

on

Q(S) = LlLZC’IC’ZRIS4 + (L10102R1R2 + L1L2(01 + CQ))$3
+ (L1Ci(Ry + Ry) + Co(L1Ry + Ry Ly))s?
-+ (L1 + LQ + R1R202)S + R1 + RQ

a4s4 + a383 + a232 —+ a18 + ayg.

La realitzacié en forma controladora a ’espai d’estats és de dimensio 4,
amb X1 = €,, To = €,, Tz = €,, Ty = €,, el control

u="bse;, =L LyCy¢e,,
1 la sortida

bs ... 1

By - %,
y a4 o R102 o

Exemple 1.6 La Figura 2 mostra l’esquema d’un motor de corrent continu.
Un motor d’aquest tipus pot utilitzar-se per orientar una antena o el bra¢ d’un
robot. La variable d’interés és per tant l’angle 0, @ el control és generalment



Figura 1: Circuit d’ordre 4

el voltatge d’armadura, e,. La forca contraelectromotriu és proporcional al
flux ¢ del camp magnétic i a la velocitat angular de gir del motor:

do
m t)=K 0
enlt) = Ko
que, suposant el flux ¢ constant, és
dg
m(t) = Kn— 23
en(t) = K’y (23)

El parell del motor és proporcional al producte de ¢ t el corrent d’armadura

ia(t):
T(t) = K1¢i.(t) = K ig(t). (24)
Finalment, ’equacio mecanica del motor és

a0 do
Jdt2 =7 Bdt’ (25)
on J és el moment d’ineércia del rétor i tot el que hi penja, © B és un coeficient
de fregament.
La relacio entre les transformades de Laplace de les variables electriques
€a, la T Em €S
Ey(s) = En(s) + (Rm + 5Lm)1a(s).
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L\/\/\/J Camp de corrent constant

B

g & ] /
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Figura 2: Esquema d’un motor de corrent continu

Si eliminem 7(t) emprant (24) i transformem (23) i (25) resulta un total de
tres equacions amb quatre variables E,, E,,, I, 1 O:

(Js*+Bs)O —K.I, = 0
K, ,s©—-FE, = 0
En+ (Rm+sLy)l, = E,

La funcié de transferéncia de e, a 6 és llavors
K,
= E.(s).
JLy,s3 + (JR,, + BL,)s?> + (BR,, + K. K;,)s
Exercici 1.3 Trobeu les realitzacions controladora i observadora del motor

de corrent continu, identificant en cada cas les variables d’estat, entrada i
sortida.

O(s)

2 Caracteristiques d’un Sistema de Control

Ens apartarem momentaniament de la descripcié a ’espai d’estats i, emprant
la terminologia classica de les funcions de transferencia, definirem algunes
caracteristiques d’un sistema de control. Ens centrarem en el sistema de la
Figura 3, la descripcié en termes de funcions de transferencia del qual es
mostra a la Figura 4. La funcié de transferéncia total entre () i ¢(t) és

B C’(s) B GC(S)GP(S)
T(S) - R(S) - 1+ H(S)GC(S)GP(S).

(26)
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compensador planta
entrada + sortida

sensor

Figura 3: Sistema de control elemental

R + A(9) C(s)

G(S) Gy(S)
w ] aw c(®

H(s)

Figura 4: Funcions de transferencia i senyals del sistema de la Figura 3

La variable ¢(t) és la que volem controlar, mentre que r(¢) és 'entrada que
nosaltres podem manipular, i que té alguna relaci6 amb el valor dessitjat,
cq(t), de ¢(t). L'error del sistema és

e(t) = ca(t) — c(t), (27)

i a(t) s’anomena el senyal actuador.

Un tipus especial de sistema és el sistema amb realimentacié unitat,
que apareix a la Figura 5. En aquest cas, les unitats de I'entrada, r,(t), sén
les mateixes que les de la sortida, ¢, (t). A més r,(t) és la sortida dessitjada,
ru(t) = cq(t), i per tant el senyal actuador és lerror del sistema. Si H(s) és
un guany pur, és a dir, H(s) = k, el model més general de la Figura 4 és pot
manipular fins a donar lloc a un model amb realimentaci6 unitat, representat
a la Figura 6. En efecte, tenim

C(s) = Gp(s)Ge(s)kEu(s)

Bu(s) = +R(s)=Cls),
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d’on

— GP(S)GC(S) R(S)
1+ kGp(s)G(s)
que coincideix amb el cas general si H(s) = k. En aquest cas, el factor 1/k

actua com un conversor de les unitats de r(t) a les de c¢(t). Anem tot seguit
a discutir algunes caracteristiques d’aquests sistemes.

C(s)

2.1 Estabilitat

Tal com ja hem dit, un sistema és BIBO si qualsevol entrada fitada produeix
una sortida fitada. Anem a veure qué implica aix0 en termes de la funcié de
transferencia (26):

G(s)
= 28
() 1+ G(s)H(s)’ (28)
on hem posat
G(s) = Ge(s)Gp(s). (29)
Com que les funcions de transferéncia les suposem racionals, escriurem
Ne(s) N (s)
G(s) = , H(s)= , 30
()= By HE) =B (30)
amb Ng, Dg, Ng i Dy polinomis en s. Llavors
Nqg(s)D P
T(s) 6(2)Dn(s) = Pls), (31)

~ Dg(s)Du(s) + Na(s)Nu(s) — Q(s)

El denominador de T'(s) s’anomena el polinomi caracteristic del sistema
realimentat:

Q(S) = D(;(S)DH(S) + N(;(S)NH(S), (32)

i si s’iguala a zero s’obté ’equacié caracteristica del sistema realimen-
tat:

Dg(S)DH(S) + Ng(S)NH(S) = 0, (33)

13



E(9) 1)

R{(S) +
- G(s) G(s)

Figura 5: Sistema amb realimentacié unitat

RO RIS, Bl 9
— K GO G

Figura 6: Sistema equivalent a H(s) = k

que moltes vegades s’escriu com

Ng(S)NH(S)

Dg(S)DH(S) - O

1+

En general podrem representar ()(s), que suposarem de grau n, en forma
totalment factoritzada a C:

Q(s) = an [ (s — )™,

=1

a on p; és un dels a zeros complexos de Q(s) amb multiplicitat m;. Tenim

Havors
P(s)

R(s).
[T (s —pm
Suposarem de moment que R(s), la transformada de Laplace de I'entrada, no
té cap pol que sigui un dels p;. Llavors la descomposicié de C(s) en fraccions

C(s) =T(s)R(s) =

14



simples és

C(s) = Ziﬁ%’r(s)

i=1 j;=1
k k k
_ 11 + 12 > T 1ma
s—p (s—m) (s —p1)™
k21 k22 . k2m2

- o
s—p2 (5= p2)’ (s = pa)™

kal + ka? . ka"na

+ S L -
s—Pa (5= pa)? (s — pa)me

+ C,(s),

on C,(s) és la part de la descomposicid en fraccions simples que prové dels
pols de R(s). Com que

k k
1 _ (m-1) pt
£ (<s—p>m> m-1  ©

resulta

W=y > GO o 1)!15@—1)6% + e (t) = en(t) + (1),

i=1 j;=1

amb ¢, (t) = L7}(C,(s)). Diem que c,(t) és la resposta natural del sistema,
ja que prové dels pols de la funcié de transferencia i la seva forma funcional
(les poténcies de ¢ multiplicades per les exponencials amb constants p;) no
depenen de 'entrada r(t) (els coeficients k;;, de la descomposicié si que depe-
nen pero, en general, de r(t)). Si r(t) esta fitada, llavors ¢, (¢) estara també
fitada, ja que, en abséncia de resonancia, i.e., cap pol de R(s) coincideix amb
un pol de T'(s), la forma funcional de ¢, (t) és la mateixa que la de r(t). Per
tant c(t) romandra fitada si ¢,(t) ho fa, i aix0 passa si tots els p; tenen part
real no positiva si la multiplicitat és 1, i part real estrictament negativa si la
multiplicitat és més gran que 1.

Un sistema que té un pol d’ordre 1 amb part real igual a zero s’anomena
marginalment estable, ja que si no hi ha resonancia la sortida es mantindra
fitada, pero si hi ha resonancia amb aquest pol la sortida no sera fitada encara
que I'entrada ho sigui. Per tant podem assegurar que un sistema sera
BIBO si tots els pols de la seva funcié de transferéncia tenen part

15



real estrictament negativa. La resonancia amb un pol amb part real
estrictament negativa no canvia aquest resultat, encara que la descomposicio
anterior queda alterada.

Exemple 2.1 Sigui un sistema de control amb H(s) =1, G.(s) = 1/s (un
integrador pur) i G,(s) = (s +1)/(s —1). Tenim llavors

s—1
s2—s

G(s) = Ge(s)Gp(s) =

i Ny(s) = Dy(s) =1, Ng(s) = s+ 1 1 Dg(s) = s> —s. L’equacid carac-
teristica és

(82 —5s)-1+(s+1)-1=85"4+1=0,
i els pols de la funcio de transferéncia

s+1

2_ s+1
o) = 1= 2
s2—s

son p = +1. El sistema és per tant marginalment estable ¢ qualsevol entrada
periodica que tingui w = 1 produira una sortida no fitada. Per exemple ,si
r(t) = sin 2t, tindrem R(s) = 2/(s*> +4) 1

_os+1 2 2(s+1)
CO) = T v rd Fr D)

d’on

2 2 . 2 1. 2 1 .
c(t)=gcost—i—gsmt—§c0s2t—gSantzcn(t)—gcos%—gsm%,

que és fitada en t. En canvi, si r(t) = cost, tenim R(s) = s/(s* +1) i

s+1 s s2+s
s2+1s2+1  (s2+1)%

C(s) =

que produeiz la sortida no fitada

1 1 . 1 .
c(t) = itcost + itsmt +3 sin t.
En aquest cas, com sempre que hi ha resondancia, no és possible separar la
resposta natural ¢, (t) de la forcada c,(t). Cal notar que la planta original
era inestable, G,(s) = (s+1)/(s—1), amb un pol a s =1, i la realimentacic
introduida la ha convertit al menys en marginalment estable.
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2.2 Sensitivitat

Introduirem aqui un concepte que és una de les raons fonamentals per uti-
litzar el control per realimentacié. Es tracta de la sensitivitat d’un sistema,
és a dir, de com les caracteristiques d'un sistema canvien quan se n’altera
algun parametre.

Definim la funcié de sensitivitat de 7T'(s) respecte a un parametre b com
AT(s)/T(s) b .. AT(s) b 0T(s)

T I _
S (5) = Jim =1} PE T AN TR T T @b

(34)

que és una funcid, sense dimensions, de la variable s. En general, T'(s)
sera poc sensible al parametre b per a valors de s = iw en un cert rang si
|ST(s)| ~ 0 en aquest mateix rang.

Aquesta definicié es pot extendre al cas en que ens preocupi la sensitivitat

de
(s) = G(5)Gp(s)
T+ H(s)Ge(5)Gy ()

respecte a una de les funcions de transferéncia que apareixen en el sistema.
Tenim aixi

7 _ Gp(s) 9T(s) _ 1
56,(8) = T(5) 9G () = T+ Gu()Gy(5) H(5) (35)
1 també
SI’Z;(S) — H(S) aT(S) —_ _ GC(S)GP(S)H(S) ) (36)

El producte
Ge(s)Gp(s)H(s)

s’anomena el guany de llag a la freqiiencia w donada per s = iw. Observant
(35) 1 (36) es veu que si el guany de llag és gran a una determinada freqiiéncia,
llavors S(T;p és petit mentre que S% és gran (s’acosta a —1). Per tant, un guany
de llag gran redueix la sensitivitat respecte a les variacions de la funcié de
transferencia de la planta, i la aumenta respecta a les del sensor. Com que
generalment el sensor el podem construir nosaltres emprant components de
gran qualitat, és a dir, podem coneixer H (s) amb gran precissié, mentre que
és a la planta on tenim moltes incerteses amb les que no podem fer gran
cosa, interessara en general tenir un guany de llac gran per a les freqiiéncies
d’interés. Aix0, perd, pot representar problemes amb altres aspectes del
disseny del sistema.
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2.3 Rebuig de pertorbacions

Fins ara hem considerat que I’'inica entrada al nostre sistema de control,
r(t), és quelcom que nosaltres podem manipular com volguem. En realitat,
normalment ens trobarem que a la planta del nostre sistema hi entren senyals
sobre els que no tenim cap mena de control. Per exemple, en un sistema que
intenti controlar I'orientacié d’'una antena de radar, la forga i orientaci6 del
vent és quelcom que, com a molt, podem mesurar, pero no canviar. Una
descripcié més realista d’un sistema de control realimentat ve donada a la
Figura 7, on

d(t) = £L7(D(s))
és la pertorbacié que no podem controlar.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

D(s) planta
- G |
RSt M(s) | T o
GO 1 G
H(s)

Figura 7: Un sistema de control amb pertorbacions d(t)

Un calcul immediat mostra que per a aquest sistema c(¢) depén tant de
r(t) com de d(t), mitjangant la relaci6

C5)Gols) Guls) S
360G, HE O T Trame,mam ) 6D

C(s) )
= T(s)R(s) +Ta(s)D(s). (38)

Es tracta en general d’aconseguir que Ty(s) sigui petit (sense que ho sigui
simultaniament 7'(s), ja que aix0 no milloraria el control que tenim sobre
c¢(t)) per al rang de freqiiéncies rellevant. Inspeccionant la forma de 7'(s) i
Tu(s), es veu que una manera d’aconseguir aixo és fer G.(s) gran.
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Un metode alternatiu, sempre que poguem mesurar la pertorbacié d(t),
és el que s’anomena alimentacié endavant (feedforward). Es suposa que
podem obtenir D(s) = L(d(t)) i que, a més d’introduir-se a la planta, ho
passem per un filtre G4(s) 1 ho injectem en el nus de realimentaci6, tal com
mostra la Figura 8.

D(s)
‘ planta
CedS) —1 G l
Al 3 .
R(s) A M(s) l l C(s)
Y G(9) Gy(9) O
H(s)
Figura 8: Un sistema amb feedforward
Aix0 no altera T'(s), pero en canvi Ty(s) passa a ser
_ Ga(s) = Gea(s)Ge(5)Gp(5)
Ta(s) =
I+ Gul(s)G, () H (s)
Si ara escollim el filtre G 4(s) de manera que
Gd(S)
Ged($) = =57
Ge(s)Gp(s)
llavors tindrem Ty(s) = 0 i haurem eliminat completament ’efecte de la

pertorbacié. Poder fer aixo requereix, pero, un coneixement prou exacte de

Ga(s) i Gy(5).

2.4 FError en ’estat estacionari

En moltes aplicacions interessa que cq(t), la sortida dessitjada, segueixi un
senyal senzill, com ara un esglaé o una rampa. Per exemple, en un sistema de
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control de la temperatura, voldrem que aquesta passi de T, a T, quan I'usuari
aixi ho decideixi. Ja podem imaginar que la resposta no sera immediata, pero
si que esperem que, passat un cert temps, la temperatura s’estabilitzi a T} i
no, per exemple, a 0.9 - 7,. Anem a veure aqui com les caracteristiques del
sistema de control afecten a aquest error en estat estacionari.

Suposarem que el sistema és estable i que tenim realimentaci6 unitat. Per
tant

C(s) = R(s). (39)

Expressarem G.(s)G,(s) com

GUeIGol5) =y

on ni F'(s) ni Q1(s) tenen cap zero a s = 0, de manera que 'enter N € Z, que
s’anomena el tipus del sistema, és el nombre net d’integradors del guany
de llag G¢(s)Gp(s). Com que estem amb realimentacié unitat, sera

e(t) =r(t) — c(t)

i, en termes de transformades,

(40)

G(5)Gyp(s) _ 1
1+ Gc(s)Gp(s)> Rs) =1 G.(5)G,(s)

E(s) = R(s) —C(s) = (1 - R(s).

Definim l'error en estat estacionari com

ess = lim e(?). (41)

t—4o00

Pel teorema del valor final de la transformada de Laplace, sera

lim e(t) = limsE(s).

t—+00 s—0
Per tant
ess = lime(t). (42)
s—0

Calcularem ara e, per a diverses funcions d’entrada.
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¢ Resposta a un esglaod. Sir(t) = Af(t) tenim R(s) = A/s i llavors

A A
59014+ G(8)Gp(s) 14+ K,

on

F(s
Ky =l Guls)Gy(s) = lim 7
Si N > 1, tindrem K, = oo illavors e;; = 0. Per tant, per a un sistema
de tipus més gran o igual que 1, 'error de la resposta a un esglao, que
s’anomena error de posicio, és asimptoticament zero. El tipus més gran
o igual que 1 s’aconsegueix generalment posant un integrador a G.(s),
sempre i quan no es compensi amb un zero de la planta.

e Resposta a una rampa. Si r(t) = Atf(t), tindrem R(s) = A/s* i es
veu immediatament que

€ss = )

K,
on

B L F(s)
K, = lim sGe(s)Gy(s) = lim sN-1Q,(s)

Per tant, si N > 2 sera K, = oo i l’error, que ara s’anomena error de
velocitat, sera asimptoticament nul.

e Resposta a una parabola. Si r(t) = ;At?6(t), es demostra que
A ) F(s)
€55 = K, Ka—il_f)%ma

i s’apliquen els mateixos comentaris.
En general, podem expandir una r(t) qualsevol en serie de Taylor

dr 1 d%r

T‘(t) = T‘(O) + — 5 @

2.
at +

t=0

t+
t=0

Si anem aumentant el tipus N del sistema, per exemple introduint més i
més integradors a G,(s), aconseguirem que els errors en estat estacionari del
diversos termes de r(t) siguin zero i per tant que c(t) ~ r(t) per a ¢t prou
gran. El problema d’aquest metode és que molt dificil estabilitzar sistemes
de tipus 2 o més alt, i a més la resposta transitoria d’aquests sistemes és molt
pobre.
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Exercici 2.1 Estudieu les expressions per als errors en estat estacionari si
H(s) # 1, suposant que H(s) no té cap zero ni pol a s = 0.

Exercici 2.2 FEstudieu com queda afectat [’error en estat estacionari en preséncia
de pertorbacions, segons el model de pertorbacio que hem estudiat.

2.5 Resposta transitoria

Per acabar el nostre estudi de les caracteristiques d’un sistema de control,
considerarem la resposta transitoria del sistema.
Si el sistema és estable, la resposta natural és transitoria i ve donada per

[0} mg kl . ]
) =33 g e

i=1 j;i=1

En general els coeficients k;;;, que determinaran, juntament amb els valors de
pi, la forma de Cy(t), depenen de la localitzacié de tots els pols i zeros, i també
de la funcié d’entrada, de manera que és dificil fer afirmacions generiques
sobre la duracio i caracteristiques de la resposta transitoria. Podem, pero, fer
alguns comentaris sobre les caracteristiques d’alguns dels termes que poden
apareixer a c;(t).

e Per a cada pol real p; < 0 podem definir una constant de temps
1 1

T =—— ="
pi i
que indica el temps que ha de passar per a que el terme associat caigui
a 1/e del seu valor inicial (suposant que no hi hagi multiplicitat).

e Per a cada parella de pols complexos conjugats

D = _gwm' + jwni 1-¢&

2

es defineixen una constant d’esmorteiment &;, una freqiiencia d’oscilla
ci6 natural w,; i una constant de temps

1
T; =
' §iwni’
amb la mateixa interpretacié que en el cas del pol real. Altres ca-
racteristiques, com el percent overshoot o el settling time, es poden
relacionar amb &; 1 wy;.
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Si un pol real p; de la funcié de transferéncia domina, és a dir, si [p;| >
Ipjl, 7 # 1, llavors el sistema respon essencialment com un sistema de primer
ordre i la resposta transitoria és la corresponent. Si el que domina és una
parella de pols complexos conjugats, és a dir, si |§iwni| > |pjl, |§jwnjl, 1 # 4,
llavors el sistema es comporta essencialment com un sistema d’ordre 2 amb
les conseqiients caracteristiques de la resposta transitoria. Poc es pot dir en
general per a sistemes d’ordre superior si no hi ha pols dominants.

3 Collocaci6 de Pols

Comencarem amb un exemple per motivar el que farem en aquesta Seccié.

Exemple 3.1 Sigui un sistema en forma controladora amb tres sortides

0 10 0
=10 01 |Jz+| 0 |u=Ax+ Bu, y=1Izxr=u=x,
1 -2 2 1

és a dir, suposem que podem de fet mesurar tots els estats del sistema. Aixo
dona lloc a tres funcions de transferéncia de u a cada una de les sortides x1,
Zo 1 x3, de la forma

Pi(s) Bi(s)

I;(s) = = ;
(5) |sT—A|  s2—2s2+2s5—1

i=1,2,3

Com que &1 = Ty 1 Ty = x3, sera Po(s) = sPi(s), P3(s) = s?Py(s), i sols cal
calcular Pyi(s), que és facil veure que val 1 (es pot pensar que la funcid de
transferéncia de u a 1 és la que correspon a una sortiday = x; = (10 0)7z,
i per tant, en la notacid de la forma controladora, a by = 1). En qualsevol
cas, les funcions de transferéncia tenen pols a s = 1is =1/2+ j\/§/2,
it per tant el sistema és altament inestable. Volem estabilitzar el sistema
mitjancant una realimentacio d’estat, és a dir, una transformacio lineal
de realimentaciéo amb M =1 4¢S = 1:

u = —k1$1 — kg.’L‘Q — k3$3 + v,

on v €és el nou control i les k; son constants que escollirem per tal de collocar
els pols del sistema realimentat alla on ens interessi. FEl sistema realimentat

0 1 0 0 3
T = 0 0 1 Jz+ | 0 | v=Ax+ Bo,
11—k —2—ky 2—kj 1
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amb polinomi caracteristic
O(s) = det (511 - 21) == (2= k)P + (2+ k)s — 1+ ky.
Si volem collocar els pols a —A\1, —Ag © —A3, haurd de ser

8 —(2—k3)s + (2+ka)s — L+ ki = (s 4+ M)(s+ X2) (s + A3)
= 83 + 82(A1 + )\2 + /\3) + S()\l/\g + AlAg + /\2/\3) + /\1A2A3, (43)

d’on es dedueir el sitema lineal per a les k; donat per

k3 -2 = Al + )\2 + /\3
ko +2 = M+ M3+ Aol
kl -1 = Al)\g/\g

amb solucio tmmediata. Per exemple, si volem collocar els pols a —20 1
—1 4 j, de manera que hi hagi un parell de pols compleros dominants, sera
M =20, A=1—=7, A3 =147 i aizo ens dona ky = 41, ko = 40 i k3 = 24.
El sistema realimentat és llavors

0 1 0 0
T = 0 0 1 J+]1 0 o
—40 —-42 -22 1

Volem ara generalitzar el que hem fet a qualsevol sistema de la forma
i =Ax+ Bu, y=Cz, (44)

ambxz € R", y € R, u € RiA, B no necessariament en forma controladora.
El que si suposarem, pero, és que, a més de la sortida “principal” y, podem
mesurar tots els estats z1, x9, ... ,z, del sistema, tal com feiem de fet a
I’exemple. El nostre objectiu és dissenyar una realimentacio

u=—-Kr+v=—(ki ko ... kn)x+v (45)

de manera que el sistema realimentat tingui els pols on volem. De les equa-
cions anteriors obtenim

&t =Ax+ B(—Kx +v) = (A— BK)x + Bv (46)
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Vi) u(t) y(®
—\ [/ ) Planta ——

%M | % (1)

Figura 9: Realimentacié d’estat d’un sistema

Esquematicament, el que estem fent es mostra a la Figura 9.

La matriu del sistema realimentat és A = A — BK i la seva equaci6
caracteristica és [sT — A| = |sT — A+ BK| = 0. Si volem que els pols del
sistema realimentat estiguin localitzats a —\;, —Xo, ... ,—\,, el polinomi
caracteristic dessitjat sera

Qa(s) = (s+A)(s+X) (s + X)) = 8" + 18"+ + a15 + a,

(47)
on les o, © = 0,...,n — 1, s’obtenen fent sumes de productes de les \;,
1 =1,...,n. Volem llavors imposar que

|sT — A+ BK| = Qq(s). (48)

Exercici 3.1 Demostreu que a; s’obté fent la suma de tots els productes
possibles amb n — 1 factors dels \’s. Per exemple, ag €és l'unic producte dels
n As, mentre que o és la suma dels n productes de n — 1 \s que es poden
formar.

Solucionarem primer 'equacié (48) pel cas que (A, B) estiguin en forma
controladora. El calcul en aquest cas no és més que una repeticié del que
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hem fet en ’exemple del comencament d’aquesta Seccié. Tindrem que

0 0 0 ... 0
0 0 0 ... 0
BK =1 : | (ki ke ... knoy ky)=| :
0 0 0 ... 0
1 ki ko ... ky
i
s —1 0 0
0 s -1 0
|sl — A+ BK| = : : : :
0 0 0 1
Z—Z-i-/ﬂ Z—;-i-/@ Z—z-i-kg S—i—az;l-i-kn

D’acord amb les férmules de I'apendix B, aquest determinant val

Gy B a a
s"+( 1+kn>8"1+---+<—1+k2)5+<—0+k1>.

La solucié del nostre problema de realimentacié és per tant

Gp—1 a1 Qo
kn = op_1— ) ko =01 — —, k1 =ap— —, (49)
a'n aTL an
és a dir,
Qi—1 .
ki:a/i_l— s z=1,...,n. (50)
a’n

Aquest resultat sols és aplicable quan el sistema esta en forma controladora,
que no és el cas general quan es plantejen les equacions diferencials d’un
sistema fisic (si tenim la funcié de transferéncia sempre podem escriure la
forma controladora, pero, en general, també cal treballar per obtenir la funcié
de transferéncia a partir de les equacions diferencials).

El cas general amb A i B qualsevols es pot tractar convertint primer el
sistema a la forma controladora mitjancant una transformacié de similitud
x — Mz, aplicant llavors (50) i tornat enrera amb la transformacié de si-
militud inversa. Aix0 es pot fer ja que les transformacions de similitud no
canvien ’equacio caracteristica del sistema o, el que és el mateix, la situacio
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dels pols. En efecte, recordant que si z — Mz llavors A — A = MAM™!,
sera

det(sT — A) = det(sT — MAM™') = det(sMM~'T — MAM™)
= det(M(sT — A)M ') = det M det(sI — A)det M ' = det(sI — A). (51)

No entrarem en els detalls d’aquest procediment de transformacio i antitrans-
formacio, pero el resultat final és ’anomenada férmula d’Ackermann, que
déna el guany

K=(00 ... 01)[B AB --- A"2B A"'B |7 Q.4) (52)
on hi apareix la inversa de la matriu formada pels vectors columna B, AB,
..., A" B ion Q4(A) és la matriu formada a partir d’A i el polinomi ca-
racteristic dessitjat:

Qa(A) = A" + a1 A"+ -+ o A+ ol (53)
Per tal que meétode funcioni és necessari per tant que la matriu

[B AB --- A"?B A"'B |

tingui determinant no nul. Retrobarem aquest resultat, i la seva interpre-
tacid, quan parlem de controlabilitat de un sistema.

Exercici 3.2 Calculeu la realimentacio d’estat que colloca els pols de

1 0 2 1
T = -1 2 1 x + 1 U
1 01 0

a—1, —2—14, —2+1i. Solucid: La matriu del sistema té els pols a 2, 1++/2 i
1 —+/2. La realimentacid que es dessitja ve donada per K = (60 —51 33).

Exercici 3.3 Vegeu en qué resulta la formula d’Ackermann quan (A, B) es-
tan en forma controladora.
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4 Disseny d’Observadors

A la Seccié anterior hem introduit el meétode amb que es poden situar els pols
d’un sistema alla on es dessitgi en la formulacié d’espai d’estats. El principal
problema del meétode és que cal mesurar tots els estats del sistema per tal de
generar el senyal de realimentacio

u(t) = —Kx(t),

Si I'ordre n del sistema és més gran que 2, aix0 pot ser molt dificil de fer
a la practica. Per tal de solucionar aquest problema es poden utilitzar les
tecniques de disseny d’observadors, que permeten estimar ’estat del sis-
tema a partir de les mesures del senyal de sortida y(t) i del senyal d’entrada
u(t).

Sigui per tant un sistema d’ordre n amb una entrada i una sortida, re-
presentat per

t=Ax+Bu y=Cz (54)

El nostre objectiu és construir un estimador o observador Z(t) de l'estat
x(t) del sistema en un moment donat. En aquest intent emprarem tota la
informacié disponible: les matrius A, B i C del sistema, l'entrada u(t) i la
sortida y(¢). En cap moment podem coneixer z(t) directament (excepte pel
fet de que apareix a y(t)), i, en particular, no podem coneixer ’estat inicial
z(0).

La idea essencial és introduir una equacié diferencial per a I’estimador
i fer-ho de manera que la solucié Z(t) tendeixi cap a z(t) en una escala de
temps més curta que la de ’estat més rapid del sistema. Tenint en compte
la informacié disponible, ’equacié diferencial lineal més general que podem
escriure per a Z(t) és

i—f — Fi + Hu+ Gy, (55)

on F', H i G s6n matrius a escollir. El senyal de realimentacié es generara
llavors a partir de Z(¢) mitjancant

u(t) = —Kz(t). (56)
La Figura 10 mostra ’estructura de I’estimacié-realimentacio.
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v(t) + u(t) y(®
" Planta
L Ao
/ S
e K, Qz(t) Observador | |

% ()

Figura 10: Realimentacié d’estat amb estimacié

Determinarem les matrius F, H i G demanant que la funcié de trans-
ferencia del senyal v a la component z; de ’estimador sigui la mateixa que
la de u(t) a la component z; de l'estat, és a dir

i=1,...,n. (57)

De (55) tenim
sX(s) = FX(s)+HU(s)+GY (s) = FX(s)+ HU(s)+GC(sI— A)"'BU(s),
on hem emprat la funcié de transferencia de U(s) a Y (s) donada per

Y(s) = C(s — A)~'BU(s).
Resulta aixi

X(s) = (sI— F)™Y(H + GC(sI — A)™'B)U(s). (58)

La funcié (vector) de transferéncia de U(s) a X (s) ve donada per

X(s) = (sT — A) 'BU(s).
Igualant les funcions de transferencia de ’estat i el seu estimador, obtenim

(sI—A) 'B=(s1-F) '(H+GC(sl - A) 'B).
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Aquesta equacié es pot manipular fins a obtenir
(sT— F) ' (s — F —GC)(sl — A)™'B = (sl — F)"'H,

que implica
(s1—F-GC)sl—A)™'B=H

i, finalment,
(sT—A) 'B=(s1-F—-GC) 'H. (59)

Una solucié d’aquesta equacié és escollir H = B i F + GC = A. Per tant,
una solucié per a les matrius de 1’equacié diferencial de I’estimador és

F = A-GC (60)
H = B (61)

La matriu G queda totalment lliure, i la podem escollir per satisfer altres
demandes. Ens ha quedat aixi la seglient equacié per ’estimador

i =(A—-GO)i+ Bu+ Gy. (62)
L’error de I'estimacio és un vector donat per
e(t) = x(t) — z(t).
La seva evolucio temporal és
é=i—2=(Az + Bu) — (A— GC)z + Bu+ Gy) = (A — GO)(z — #),
on hem emprat y = Cz. Ens queda aixi
é=(A—-GQC)e. (63)

Veiem per tant que la dinamica de ’error és la mateixa que la de I'estima-
dor si en aquesta darrera no es consideren les “entrades” u i y. L’equacio
caracteristica de ’equacio diferencial de I’estimador és

det (sI — A+ GC) = 0. (64)

La matriu G que havia quedat lliure la podem escollir demanant que I’equacié
caracteristica (64) tingui tots els seus zeros amb part real negativa, i prou
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gran en magnitut per que I’error tendeixi a zero molt més rapidament que el
temps tipic de variacié de I'estat més rapid del sistema. Més concretament,
podem “coHocar” els zeros de (64), de manera que coincideixen amb els del
polinomi

Qe(s) = 8"+ ap 18" 1+ - + a1s + oy, (65)
és a dir
det (s — A+ GC) = Q.(s),

emprant un resultat semblant a la férmula d’Ackermann. L’expressiéo que
s’obté és ara

C 0
CA 0
G = Qe(A) : : ) (66)
CA™2 0
I cAnt | [ 1]
on hi apareix la inversa de la matriu formada per les files C, CA, ... ,CA"L.

Veurem que, de nou, l'existencia d’aquesta inversa té un significat propi.

Exercici 4.1 Sigui el sistema

x:(g é)x+((1)>u y=(1 0z,

que té un pol doble a s = 0. Dissenyeu primer una realimentacio d’estat per
cotlocar els pols a —1 + j. Després, dissenyeu un estimador del sistema que
tingut un errors que evolucionin amb esmorteiment critic ¢ 10 vegades més
rapid que els modes del sistema realimentat.

Cal ara atacar una qiiesti6 subjacent al metode que hem presentat i que
esta implicita a ’exercici anterior. Hem substituit la realimentacié d’estat
u = —Kz per la realimentacié de l'estimador de l'estat, v = —Kz. Hom
pot llavors preguntar-se si aix0 fara que els pols que hem collocat calculant
K es “moguin” quan s’utilitza = en lloc de x. Per respondre la pregunta,
considerem el sistema amb la realimentacié-estimacié

&t = Ax+ Bu= Arx — BKzi + Bv
i = (A-GC)i+Bu+Gy=(A—-GOC)i — BKi +GCx
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Podem formular aixd com una equacié d’estat a R?" si ajuntem z i Z en un
sol vector. Llavors

%<§)Z<GAC A—(_JgIEBK><;>+<§>U' (67)

Es tracta de veure si els zeros de I'’equacié caracteristica d’aquest sistema
que corresponen a r son els mateixos que els de A — BK, que son els que
haviem collocat mitjancant la realimentacié d’estat. Aixo és dificil de veure
a (67), ja que cada un dels blocs és una matriu i el calcul de determinants
no funciona igual. Les regles standard si que valen pero si la matriu és bloc-
triangular. El que farem per tant és cercar una transformacié de similitut
que converteixi la matriu de (67) en bloc-triangular superior, és a dir, tal que
el bloc d’abaix a I’esquerra sigui tot zeros. Sabem que una transformacié de
similitut no canvia els zeros de I’equacié caracteristica. A més, per tal que
poguem identificar clarament quins dels zeros corresponen a x, caldra que la
transformacié no ens canvii z. La similitut que “funciona” ve donada per

= (1 5)

Aixo0 correspon a deixar x igual i substituir & per x — Z, és a dir, per ’error
e. Un calcul immediat mostra que

A _BK . [ A-BK —-BK
M(GC A—GC—BK)M —< 0 A—GC)'

Tal com hem dit, com que aixo és bloc-triangular, la seva equaci6 carac-
teristica és
|sl— A+ BK||sl— A+ GC| =0.

Per tant tenim els zeros de sl — A+ BK| = 0, que sén els pols que hem col-
locat en el procés de disseny, i els zeros de |sI — A+ GC| = 0, corresponents a
I’evolucié de I'error. Aixo és forga afortunat, ja que si no el procés d’estimacio
destruiria el procés de collocacié per realimentacio.

Acabarem aquesta Seccié comentant que el disseny d’estimadors és un
negoci molt arriscat si el sistema té alguna mena de pertorbacié. Per exemple,
si suposem que tenim “soroll” tant a I’equacié del sistema com a la sortida

= Az + Bu+ B,w(t)
= Cz+v(t)
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llavors és facil veure que ’evolucié de ’error d’estimacié és
é=(A—-GC)e+ Byw(t) — Gu(t)

i, no importa com agafem G, l'error no tendird cap a zero per a w(t) i
v(t) generals. Aquests efectes, juntament amb la possible inexactitut de les
matrius A, B i C del sistema que intervenen a l'’equacié per a Z, s’han de
tenir molt en compte abans de confiar el funcionament d’un sistema a les
tecniques que s’han presentat en aquesta Seccid.

5 Controlabilitat 1 observabilitat

Hem vist a les seccions anteriors que per tal de poder collocar els pols mit-
jancant realimentacié d’estat o fixar la dinamica de I’error en el disseny d’es-
timadors cal que les matrius

Kc=[B AB --- A"?B A"'B] (68)
i
o
CA
Ko = : (69)
C A2
= CAn_l -

siguin inversibles, és a dir, tinguin determinant no nul. Veurem en aquesta
Secci6 quin és el significat intrinsec d’aquestes dues condicions. Aix0 reque-
reix definir els termes controlabilitat i observabilitat.

Diem que el sistema

& = Az + Bu(t)
y = Cx (70)

......

possible trobar un control u(t) entre 0 i ¢; de manera que z(t;) = 0. Aquest

mateix sistema es diu que és observable en [0,%;] si l'estat inicial z(0) és

determinable de forma tnica observant la sortida y(¢) entre ¢t =01t = t;.
Tenim llavors els segiients resultats, que demostrem a I’Apendix C:
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El sistema (70) és controlable amb ¢; qualsevol si i sols si det K # 0.

El sistema (70) és observable amb t; qualsevol si i sols si det K, # 0.

Aquests resultats es coneixen com condicions de Kalman per a les
matrius de controlabilitat, K., i d’observabilitat, K,.

Exemple 5.1 Sigui el sistema tridimensional

1 0 2 1
gi=|-10 =3 |z+| 0 Ju), y=(110)=z
0 0 1 -1

Hom obté immediatament

K, = 0 2 4
-1 -1 -1

Per tant det K. = 0 i el sistema no és controlable. A més

11 0
K,=| 00 -1
0 0 -1

1, com que det K, = 0 el sistema tampoc és observable. La no contrabilitat és
deguda a que, sumant les equacions diferencials de les tres variables, s’obté,

d

a(l‘l +.T2 +.Z‘3) =0

i, per tant, x1+ x9 + 3 = constant. Aizo vol dir que no és possible portar les
tres variables a zero en cap instant de temps llevat que les condicions inicials
siguin tals que x1(0) + x2(0) + 23(0) = 0. La no observabilitat és una mica
més complicada d’interpretar. Fizem-nos que

Y=o1+Ty, Y=-—-T3+u, §=-—T3+u+u,

Observant y(t) entre 0 1 un temps qualsevol t podrem determinar y(0), 5(0),
9(0), ... i, comparant amb les equacions anteriors per a y i les seves deri-
vades, es veu que aizo ens permet determinar x1(0) + x2(0) i 23(0), perd no
21(0), z2(0) @ 23(0) (es suposa que u i les seves derivades son conegudes).
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La funcid de transferéncia de u(t) ay és

s2—s

T(s)=C(sI—A) "B = S5-1)

i veiem que es produeir una cancellacio zeros-pols. Aixo és un altre signe de
la no controlabilitat-observabilitat.

Exercici 5.1 Demostreu que el sistema

1 = T1+T2+u

j?Q 1 — T2 — U

Yy = X1+ To

¢és observable, i expliqueu per qué.

6 Seguiment de senyals

A les Seccions precedents hem considerat sols el problema de “regular” un
sistema, és a dir, portar-lo a ’estat d’equilibri quan ’entrada és nulla, par-
tint de condicions inicials desconegudes. Hem vist que aixd ho podiem fer
amb realimentacié d’estat v = —Kx + v 0 amb realimentacié per observa-
dors, u = —KZ +v. El que volem fer ara és escollir v(¢) de manera que la
sortida del sistema segueixi una determinada senyal r(¢). Sols considerarem
explicitament el cas en que poguem mesurar tot 1’estat del sistema.
Sigui de nou un sistema a R™ amb una entrada i una sortida

t = Ax+ Bu
= Cx (71)
Volem efectuar una realimentacié d’estat u(t) = —Kx + v(t) de manera que

la sortida y segueixi un senyal donat r(¢). La Figura 11 mostra ’esquema
resultant quan ’entrada s’escolleix com

v(t) = K,r(t),
on K, és una constant que haurem de determinar. Tenim per tant

u(t) = =Kz + K,r(t). (72)
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Pensant en els esquemes classics que haviem discutit a la Seccié 2, volem
escriure aixo en la forma

Ka(r(t) - y) - Kbx;

on K, és un guany escalar i K, és un vector de guanys.Aixo es pot fer ja
que y = Cz, i 'esquema resultant, interpretat com un sistema “planta-
compensador” amb realimentacié unitat, apareix a la Figura 12. Substituint
Iexpressié de y i comparant amb u(t) tenim

—Kz + K,r(t) = K,r(t) — K,Cx — Kyz,

d’on treiem

K = K,C+K,
Per tant, s’ha de resoldre

Aix0 és un sistema de n equacions amb n + 1 incognites K., Ky, ... , K.
Per tant tenim llibertat per escollir un dels guanys imposant alguna condicié
addicional.

r(t) v(t) + u(t) y(@®

Planta

no | % ()

Figura 11: Seguiment de senyal
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Planta realimentada

Compensador !
r(t) T — u(t) Loy
K . Planta i
+ a | ) !
' | %O | X |
k bn
‘ + k b2
Ky

Figura 12: Seguiment de senyal des d’un altre punt de vista

Exemple 6.1 Sigui de nou el sistema

3'3:<8 é)x+<?)u, y=(1 0)ux,

en el que suposem que hem collocat els pols a —4+45 mitjancant la realimen-
tacio d’estat amb vector de guanys K = ( 32 8 ) L’equacid (78) esdevé

32 = Kr+Kb1
8 = Ky

Les solucions depenen d’un parametre arbitrari Ky, = 1y, en la forma
Ky =8 K,=32-1.
El sistema realimentat d’aquesta manera és

3.71 = T2
Ty = —yz1—8z2+ (32— 7)(r(t) —y)

En termes de la interpretacio planta-compensador tenim les funcions de
transferéncia
1

:52—1-85-%-7’

Gp(s) Gy(s) =32 —~.
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Per tant
32 — v

2+ 8s+7’
que, en general, és de tipus 0 i, per tant, el sistema no sera capa¢ de sequir

un senyal constant amb error nul en estat estacionari. Si v = 0 tindrem,
pero, que el sistema és de tipus 1 ¢ no tindrem error en estat estacionari si

r(t) = constant.

G(s) = Ge(s)Gp(s) =
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